mae 1A 
Pay SICA 


~ACADEMIAE SCIENTIARUM 
BEGIN GARI AE 


- a ADIUVANTIBUS 
eeGYULAI, -L. _ JANOSSY, I. KOVACS, K. NOVOBATZKY 


REDIGIT 


P. GOMBAS 


TOMUS VI 


. 
4 
fh 
s 
: | 
NG 
} 
a ~§ |} 
: - | 
_ fi 
_ 
. ; z 
“ : = | 
is Ss a 


UBER DIE WECHSELWIRKUNG DES NUKLEONS 
MIT DEM MESONFELD 


Von 


NrkoLA St. KALITZIN 
} PHYSIKALISCHES INSTITUT, BULGARISCHE AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN, SOFIA, BULGARIEN 


(Vorgelegt von K. Novobatzky. — Eingegangen: 19. XI. 1954) 


In dieser Arbeit schlagen wir ein neues Gleichungssystem vor, welches die Wechsel- 
irkung des Nukleons mit dem Mesonfeld beschreiben soll und welches als Grundgleichungs- 
‘stem einer neuen Quantenmesodynamik genommen werden kann. Da das neue Gleichungs- 
‘stem von den Grundgleichungen der Quantenelektrodynamik nicht wesentlich verschieden 
t, sogar, topologisch gesehen, mit diesen letzten fast identisch ist, so diirfen wir daraus den 
ichtigen Schluss ziehen: die auf das neue Gleichungssystem gebaute Quantenmesodynamik 
ird, wie die Quantenelektrodynamik selbst, eindeutig renormalisierbar sein. Bekanntlich sind 
imtliche jetzt vorhandene Theorien in der Quantenmesodynamik entweder nicht renormali- 
erbar oder nicht eindeutig renormalisierbar. Ausserdem, um die spinabhangige Wechselwirkung 
sr Nukleone zu beschreiben, ist man bei den modernen Kerntheorien gezwungen, Ableitungen 
st Wellenfunktionen des Mesonfeldes nach den Koordinaten in einer Hamilton-Funktion der 
Techselwirkung einzufiihren, womit die spezifischen Schwierigkeiten der Mesodynamik ent- 
ehen: die Streuquerschnitte wachsen unbegrenzt mit der Energiesteigerung. In unserer 
heorie sind, ganz ahnlich wie in der Elektrodynamik, diese Schwierigkeiten vermieden, da in 
»r neuen Hamilton-Funktion der Wechselwirkung nur das Tensorpotential apy, welches den 
ain in »sich selbst« enthalt, vorkommt, und seine Ableitungen nach den Koordinaten nicht 


iftreten. 


Zur Aufstellung des neuen Gleichungssystems benutzen wir, wie in [1], 
inen pseudoeuklidischen Raum Eg (%1> X29 %g5 Xa» %5 Xe). Die drei Koordinaten 
 %y *, sind die gewéhnlichen kartesischen Koordinaten unseces physikalischen 
taumes E, (x3, %4, X;). Die Koordinate x, ist die Einsteinsche relative Zeit. 
Jie Koordinaten x, und x, sind reell. , 

In [1] haben wir die folgende Verallgemeinerung der Diracscben Gleichung 
a E, fir ein freies Nukleon erhalten 


er zweimal vorkommende Indices in einem Glied ist zu summieren!) y ist 
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ein Spinor in E, mit 8 Komponenten. a,, a; sind achtreihige Matrizen und zw 


Om = 0 oe eo yeen 0. 0:50 orc eeen 
at 03 0 Onn ey ae 0 0 O0--s WW 
eee beer yA alld AL : 6y~. 0.0) 0a 
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Shad | eee Ae SG Al «93 | 05 S20 oe 
” Ost. c/o Oa Ose 0 —1 20) 07a 
—-0; 0 0 0 1 0 0 Om 
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a; as 0 0 Ox 0 ; a.22i 0 0 — dy 0 : 
Dereon 70520 ‘ Oromo 
iL wonif Once Ome O 
Be eiyo Teas oe oS 
= Ostia) uciee Lee eel aati 
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Tx, Ty, Tz, 1 sind ae Paulischen zweireihigen Matrizen. Far: die Matrizen ¢ 
be 1,.-.,7 sind die folgenden Bezichungen giiltig | 
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B,, bedeutet die zu £6, hermitisch-konjugierte Matrix, 6, — die transpo- 
uierte Matrix. Bu ist die konjugierte Matrix.) 
Wir fiihren noch die Bezeichnung ein 


Wir multiplizieren Gl. (1) von links mit ia; und erhalten 


fe) 
[An — +m] y= 9, es 0, 15 2. ed. (8) 


Xu 


Wenn wir die zu Gl. (8) konjugiert-komplexe Gl. nehmen, die Beziehung 


(6) und 


Buy =VBu (9) 
benutzen und die resultierende Gl. mit 8) von rechts multiplizieren, dann erhaltea 
wit 

= re) 
y *. — me| =0, (10) 

Oa. 
wobei 

y=" Bo (11) 
ist. 


Wenn wir Gl. (8) von links mit » und Gl. (10) von rechts mit y multipli- 
zieren und die Resultate addieren, so bekommen wir 


Saya a 


Es ist leicht zu beweisen, dass pByyp einen Vektor in E, darstellt. Bei 
éiner unendlich kleinen Drehung in E, namlich, transformiert sich der Spinor 


yp folgendermassen 


Ye (1 a: An» Bu B,) y ° (13) 


wobei 4,» den antisymmetrischen Tensor der unendlich klemen Drehung in 


E, bedeutet. 
Der zu (13) konjugiert-komplexe Ausdruck liefert 


p= (1— Aw By Py) « (14) 
Es lisst sich mit Hilfe von (13) und (14) leicht beweisen, dass simtliche 


Grissen 


n 


> @ Buby... BrP, BHP... A a5) 


antisymmetrische Tensoren n-ten Ranges in Eg, darstellen (n < 6). 
Le? ] ‘ : ' 
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Der Vergleich mit [1] ergibt die folgende physikalische Bedeutung deri) 
Tensoren (15) : 


iyB.uy — Vektor des Nukleonstromes in Eg, 


Py = — 1 : y B, B, y Tensor des magnetischen Nukleonmomentes in E,, 
2 My 
i Pious 
+ 9 PP e 6, Boy Tensor des Nukleonspins in E,, (16)) 
Yooru = — BoBbr Buy — Tensor des isotopischen magnetischen Momen-~j 


tes des Nukleons in Eg, 


Leia ee 
es i ¥ Bu Py Bo Bob: Tensor des isotopischen Nukleonspins in EF,. 


II 


Man kann die allgemeine Lésung von Gl. (1) in einem Fourier-Integral 
folgendermassen darstellen 


y = |p (hn) ef" *” dhe dy... dhs, Wel atienass (17) 
Wir setzen (17) in Gl. (1) ein und bekommen 


(Qn ky, — Gz mg) Y (Kn) + ages 2 (Fn) n) = 0. (18°) 
u OX 


Die Lésung der Gl. (18) suchen wir in der Form 


Y (Fn) = Yo (kn) e 1% . (19 

Aus Gl. (18) und (19) ergibt sich die Gleichung 
(ty ry — A my — ty 9) (in) = 0. | (20 

Damit das Gleichungssystem (20) eine von Null verschiedene Lésun 


besitzt, muss die Determinante der Koeffizienten gleich ale sein. Das ergib 
die Beziehung (nach [1 ]) 


Oo? — m2? — k2 = 0. : (21 
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Daraus bekommen wir die Frequenz 


: O=-+e6, 

‘4 1S ela 

r e=Vm2+k2 . (22) 
4 


Die allgemeine Lisung von Gl. (1) lautet 


y= yp + pC), (23) 


yo) = J y& (Ken) ef Knn—te%6 dk, dky ... dhs , 
(24) 


y= J yD? (Irn) ef Fnxntiexs dk, dky ... dls . 


Wir nehmen an, dass die Energie des Nukleons immer positiv ist 


| Die Wellenfianktion mit eis Frequent soll das Antinukleon beschrei-_ 
n. Nach eo) se die Wellenfunktion yO (Fn) ¢ die Sage 


x ieee : — Ceake— amy + 46) 8 Uh) = A, Ss tons <tc ea 
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Es ergibt sich 


er Oty Ken — Az My — € A) Cp" (Fen) = 0. (28} 
Wir definieren weiter die Funktion 
yp (kp) = Cy (— kn), (29% 


also : te | 
PO (= kn) = — Cy" (Fen) - (30) 


Aus Gl. (28) und (29) folgt 


(dn bin — Mg — € Og) Y (in) = 0 « (3! 


Da 
yo C= | yO (Ken) ef kn%n dhe aa 


ist, so ergibt sich, dass die ‘Wellenfunktion 


V9 (60) = CV () 


die nea e ne ‘mit positiver Frequenz heFibdions Wir Konnen 4 
y als die Wellenfunktion des Antinukleons bezeichnen. 
_ Betrachten wir jetat die soled Bae neoRmehvae sce allgemeinen isu 

von Gl. (1) | is : 
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III 


Die Grundgleichungen der Nukleonwechselwirkung mit dem Mesonfeld 
ekommen wir auf Grund der folgenden Uberlegungen : 

1. Die Kernkrafte sind spinabhangig. Infolgedessen kénnen wir den 
tukleonspin als »Quelle« des Mesonfeldes betrachten. Das lasst sich erreichen, 
yenn wir ein Tensorpotential yap, (vergl. [2]) fiir das Mesonfeld einfiihren. 

2. Nach [2] garantiert das Potential Papy die Stabilitat des Atom- 
ernes |Potential U~ i . Die Kernkrafte sind hierbei spinabbingig. 

3. In der Hamiltonfunktion der Wechselwirkung dirfen keine Ableitungen 
ON Yapy nach den Koordinaten auftreten. Sonst wiirden die Streuquerschnitte 
nbegrenzt mit der Energiesteigerung anwachsen. Die Grundgleichung der 
Nesodynamik muss also ahnlich der Diracschen Wellengleichung fiir ein im 
lektromagnetischen Feld sich bewegendes Elektron sein. 

. Die obigen drei Forderungen ergeben uns die folgende Wellengleichung, 
velche die Bewegung des Nunkleons in einem gegebenen Mesonfeld beschreibt 


eee — FFs Bo On| +m |= 9, (36) 


8 = 1 oon ee 
uve ist das Tensorpotential des Mesonfeldes. (Puvo ist ein antisymmetrischer 
fensor dritten Ranges in E,). g ist die Kupplungskonstante des Nukleons mit 
lem Mesonfeld (entspricht der elektrischen Ladung e in der Elektrodynamik). 


Wir multiplizieren die zu (36) konjugiert-komplexe Gleichung von 
inks mit fy, und erhalten unter Beachtung von (6), (9) und (11) 


= fe) 
| | 0 Xp 


* * oats a 
Pnmp = Pnmp?> Pomp = — Pomp 


+ © B,Botrre|—mo|=0. et 


Jabei haben wir 
(38) 


Wipe peeks ape 


ngenommen. 
Die Bedingung (38) bedeutet, dass wir ein neutrales Mesonfeld benutzen. 
Venn wir ein elektrisch geladenes Mesonfeld in Betracht ziehen wollen, dann 


aiissen wir Yj» in Gl, (37) durch Caen ersetzen, wobei 


; Pmnp = Piste a Pmnp 


; 
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und 


Pomp as Pane on — Pomp 


ist. Wir werden aber im weiteren unsere Betrachtungen auf ein neutrales Meson{, 


feld beschranken. 
Aus GI. (36) und (37) bekommen wir die Beziehung 


© Ba) + (8* — 8) PPuB. BoP Pure =0. (40 


Xu 


Damit die Kontinuitatsbedingung (12) des Nukleonstromes in E, bestehe} 
bleibt, miissen wir annehmen 


g*=8. 3 (41 


Die Kernladung g also ist reell, im Gegensatz zur elektrischen Ladung, wele 
in der Grundgleichung der Quantenelektrodynamik 


Sor | 

| —ie dj) +m|y=0, (42 
Ox; 
j =1,2,3,4; y; — Diracsche Matrizen , | 


als rein imaginére Konstante ie erscheint. 

Daraus kénnen wir sofort den wichtigen Schluss ziehen: die gleichgele 
denen Nukleone, wie Proton und Proton, Neutron und Neutron, Proton 
Neutron usw. ziehen sich an. Diese experimentelle Tatsache ergibt sich als 
zwangsliufig aus unserer Theorie. 


Mit Beziehung (41) nimmt Gl. (37) die folgende Form an 


#|6, 


Um die ladungskonjugierte Funktion von y, naimlich yp’ = Cy* zu erhalter 
multiplizieren wir die zu Gl. (36) konjugiert-komplexe Gl. von links mit de 
Matrix C. Unter Beachtung der Beziehungen 


8s See kd Or 
+E Bebo Par] | 0. me 


Xu 


C hy = —B C 
CB, = Bp Gs oat Ot — ba -eer a 
ergibt sich 


| : — EP Bato 0) my |v’ = 0. 


Shea 


UBER DIE WECHSELWIRKUNG DES NUKLEONS MIT DEM MESONFELD 9 


is gilt also auch 


| Pe Bese + —— By Ba Yee _ m| = 0; (46) 


obei 


vy = (¥')* Bo = PAC (47) 

3t. 

Gleichung (45) ist mit Gleichung (36) identisch. Das gleiche gilt auch von 
Beechungen (43) und (46). 

Pao. wir nur cia a mit positiver Frequenz betrachten, dann ist 
v durch py” und y’ durch py zu erstzen. Dann folgt aus (45), dass die Kern- 
adung g des Antinukleons gleich der Kernladung des Nukleons ist. Daraus 
‘olgt aber, dass ein Nukleon und ein Antinukleon, wie z. B. ein Proton und 
sin Antiproton, sich ebenso anziehen werden wie zwei gleiche Nukleone, wie 
Proton und Proton. Diese Folgerung unserer Theorie wird sich leicht experi- 
nentell nachpriifen lassen, sobald man, wie wir hoffen in kurzer Zeit, die Anti- 
1ukleone kinstlich herzustellen imstande sein wird. Da bei samtlichen vor- 
aandenen Kerntheorien dem Antinukleon die zur Kernladung des Nukleons 
mtgegengestzte Kernladung zugeschrieben—wird, so kann also eine experi- 
mentelle Entscheidung zwischen der neuen und den alten Kerntheorien bald 
setroffen werden. 

Fir das freie Mesonfeld sollen die Differentialgleichungen erfillt sein 


i , 

ey (48) 
) x," 

eae Bk | (49) 
OX 


Wenn ein Nukleonstrom vorhanden ist, dann sollen die folgenden Gleichun- 
en gelten (in Analogie zur Elektrodynamik) : 


: ze ees nei + Jue = = 0, (50) 


Q x? 


vobei 


Juve ro ae ly, Bu By Bo y] 


[v> Bus Br Bo ¥] = 9 By By Boy + W Buby Boy 


— 
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In Gleichung (51) erscheint der Spin des Nukleons als »Quelle« des Meson) 
feldes, was mit der Erfahrung in Einklang steht. 

Topologisch gesehen, sind die in diesem Kapitel entwickelten Gleichunge} 
der Nukleonswechselwirkung mit dem Mesonfeld mit den Grundgleichunge} 
der Quantenelektrodynamik fast identisch. 

Um vom Raume EF, zu dem Minkowski—Raum E, (%3, %4, %5, %,) tibenf) 
zugehen, fahren wir, wie in [1] und [2], die folgenden symbolischen Gleichunge}}: 


ein 
== 10. 
Ox, 
(51) 
heey 
OX, 


@. A sind Konstanten. p= /or+ 22 ist die Mesonmasse. Die Operatoren (5llf 


wirken auf y und 9,7. Dann geht Gl. (50) in die Grundgleichung des Meson 
potentials, die zuerst von Yukawa vorgeschlagen wurde, tiber. Die Kontinui 
tatsgleichung des Nukleonstromes in E, (12) geht hierbei in die in E, geltend 
Kontinuitatsgleichung iiber. ) 


IV 
Gleichung (33) lasst sich auch folgendermassen darstellen 


y= Cpe C% (52! 

wobei 
C’=—£,C (5 

ist. 


Die Matrix C’ hat die Eigenschaften 


C+ =; c’* =C’; C’?2=1; 

C=C": (5% 

C’(B,)"C'-1 = — By. (5 

Aus diesen Kigenschaften folgen die Gleichungen 
vRp=W BY, (56 


ypy=-yVs (57 
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Y Bu By Bo? = Y Bo By Buy’; 


(58) 
Y Boy =VBb,y; (59) 
yy=—ypy; (60) 
Vv’ Bu B, Bo yp — W Bo By Bu WY; (61) 
¥ [Ba 5 ——-€ BoPs Bo tne + my |v’ = 
: (62) 
~ fe) — 
=v/B, eee BoB Pe — ma): 
OX 
as re) Py AlD S) 
| Bn GP BeBattna + mol v= [Pao 
(63) 


= = Bo By Bu Puro — ms Te 


Mit Hilfe von (62) und (63) kann man die Grundgleichungen unserer 
heorie (36), (43), (45), (46) und (50) aus einem Variationsprinzip, nimlich 


6{L dox =0 


(64) 


bleiten, indem man fiir die Lagrangefunktion L den Ausdruck einsetzt 


i] 


vO 6) vo 
penta TS Lope: seu Kaa Pa Ym a 


OX 


— +9 ae — tm] — 5-0 [Be 


Xu 


0 Xu 6 


5 [Bol 5 ~~ BaP Pm | +m] = — 


& 


9 Pure 3 Puve or 
12 fe) x4 re) XA 


acs 
+ ms yr. Pelee Pure « (65) 


ei der Variation in (64) miissen Wir Qyvo, Y> p (baw. Puro y’, wy’) als unab- 
ingige Veranderliche betrachten. Die Glieder, welche bei der Variation die 
orm einer Divergenz erhalten, werden weggestrichen, da die Integrale tiber 


ese Glieder verschwinden. 
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Die Lagrangefunktion L, welche an die Spitze unserer Theorie geste 
werden kann, ist fast identisch mit der Lagrangefunktion L’, welche die Grur) 
lage der Quantenelektrodynamik bildet, 


130 Ay 29 A; = ) ; 
L’ = — : —9[n[ so —e| +m] y— 
2 Oxj On; 0 x; | 
(ay 
—>¥ |x| + te A; tmly 
2 j 


ep dee See sen pie ae Spinor von der Diracschen Theorie. 


In den Wechselwirkungsgliedern von L genauso wie in denen von L’ treti 
keine Ableitungen des Feldpotentials nach den Koordinaten auf. Daraus ziehi 
wir den Schluss, dass die Streuquerschnitte in der neuen Mesodynamik, ebe 
wie in der Elektrodynamik, mit der Energiesteigerung nicht unbegrer 
anwachsen kénnen. ) 

Die Lagrangefunktion L’ der Quantenelektrodynamik ist invariant Bea" 
iiber den folgenden Transformationen : 

a) die Lorentztransformation, ; | 

b) die Eicbtransformation, | 

c) die ladungskonjugierte Transformation. . 

Die neue Lagrangefunktion L, welche zusammen mit Bedingung (4 
als Grundlage einer neuen Quantenmesodynamik genommen werden ka 
ist ebenfalls gegeniiber den obigen Transformationen invariant. Da die Fi 
a) und c) sich einfach erledigen lassen, wenden wir unsere Aufmerksamk 
dem Fall 6) zu. 


Die Eichtransformation besteht bei uns aus folgenden Transformation: 


| 


Pwo > Puvs — Clie 2} ’ 


yore ery, (61 


: : 
Hem ely’, 
wobei 


Bou 8 ovo 4 Boon 


9 Xo Ox See 


Cine] a 


Cy ist antisymmetrischer Tensor in E,, Funktion von x,,; 7 — sk alare Funkti 
_ von x,. Die Transformation (67) in (65) eingesetzt ergibt einen Ausd 
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t mit L identisch ist (bis auf Glieder, welche eine Divergenz darstellen oder 
m Feld nicht abhingen und deswegen bei der Variation fortfallen), wenn 
|; Bedingungen erfiillt sind : 
ae 
Dey 


in 2 
0 xz 


=0, (68) 


ey CF oe BE ae 


Ode Xu 


(YW Bu By BoW’) Sr = 0. (69) 


Bedingungen (68) und (69) beschranken die Wahl der Tensorfunktion (,,,. 

Unsere Theorie kann aus (64) und (65) mit der zusitzlichen Bedingung 
1) entwickelt werden. Wie wir gezeigt haben, sind die Grundgleichungen 
r neuen Mesodynamik (36), (43), (45), (46) und (50) oder (64) und (65) mit 
nm entsprechenden Gleichungen der Quantenelektrodynamik topologisch und 
uppentheoretisch gesehen fast identisch. Infolgedessen miissen wir annehmen, 
iss die auf den neuen Grundgleichungen aufgebaute Quantenmesodynamik, 
ie die Quantenelektrodynamik selbst, eindeutig renormalisierbar sein wird. 
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B3AHMMOJIEMVCTBHE HYKJIEOHA C ME3OHHbIM TIOJIEM 
H. CT. KAJIMLWMH 


Pe31rwme 


Tia onmcaHuA B3aMOCBA3M HYKI€OHA C MC3OHHbIM MOJIEM PeKOMCHAyeTCH HOBaA 
TeMa yPaBHeHHit. OHA MODKET CJIY)KHTb OCHOBHOM CHCTeMOl ypaBHeHHli HOBOM KBaHTOBOM 
301MHAaMMKH. Tak KaK 9Ta HOBAA CHCTeMA CYIIeCCTBCHHO HE OTIIMYACTCA OT OCHOBHBIX ypaB- 
iMit KBaHTOBOM 93eCKTPOAMHAMMKH M ayKe C TOUKM 3peHHA TONOMOTHM NOTH COBMafaeT 
[OCMEMHHUMH, TO MOOKHO CheaTb cieqyOWMi BaxKHbIM BbIBO.: KBAHTOBY10 MC30JMHaMHKy, 
STPOCHHYy10 Ha HOBOM CHCTeMe ypaBHeHH, MOXKHO OyMeT OAHOSHAYHO PCHOPMHPOBATb TOYHO 
¢ Ke, KAK H KBaHTOBYI0 91CKTPOAMHAaMHKy. Kak U3BeCcTHO, CYICCTBYIOUIMe TEOPHH KBAHTOBOM 
30MHAMMKU 1HO0 HE NOMMalwTcA peHopMasu3auMH, M00 NOAMawTcA HeOAHOSHa4HO. Kpome 
0, C Webi OMMCaHMA 3aBMCAWIeETO OT CMMHaA B3aMMOMCHCTBHA HYKJICOHOB COBPeMeHHbIe 
PHbI€ TEOPUN BbIHYKACHbI BBeCTH B TaMUIbTOHOBY!O (PyHKWMIO B3AaMMOACKCTBUA NpOKs- 
IHbIe 110 KOOPAMHATaM BONHOBLIX @yHKUMK MesoHHOrO Noa. BeseAcTBue STOTO BOSHUKAIOT 
WMasIbHbIeC TPYAHOCTH Me30qMHaMHKH, a HMCHHO — CeYeHHA paccesHHA C POCTOM SHEprun 
paHv4eHHO BOspacTawT. B TeopuM aBTOpa, KaK M B 3JICKTPORMHAMHKE, STH TPyAHOCTH 
paHAIOTcA OnarosapxA TOMY, 4TO BHOBOM TaMHJIbTOHOBOM tbyHKUMH B3aUMOeHCTBUA BCTpe- 
TCA JIMUIb cOfepoKaumit B ceOe CMH TeHSOPHbI NOTeHIMAN Papy, MPOMSBOAHbIe dKE 0 
IMHATAaM HE BO3SHHKAI0T. 


INVESTIGATION OF THE TWO-DIMENSIONAL 
HOMOLOGOUS SERIES OF AROMATIC COMPOUNDS 


By 


R. Pauncz 
INSTITUTE FOR THEORETICAL PHYSICS OF THE UNIVERSITY, SZEGED 


(Presented by P. Gombas. — Received 23. VIII. 1955) 


On analysing HEILBRONNER’s method for the study of the two-dimensional homologous 
series of aromatic compounds it would appear that whilst it renders correct results for the poly- 
acene series as well as the square lattice, for the two-dimensional homologous series it does not yield 
the eigenvalues of the elements of a true two-dimensional homologous series but those of such 
variants, in which the integral of the Coulomb interaction of the atoms in the uppermost and lowest 
rows differ by +/ from the integral of the Coulomb interaction of all the other atoms in the 
molecule. With this fact in mind, and the perturbation theory involved, it is possible to obtain 
approximate values for the energy values of the elements of the two-dimensional homologous 
series. The values thus obtained are in good agreement with the eigenvalues calculated by the 
exact method. 


Introduction 


For the theoretical investigation of physical and chemical properties 
of aromatic compounds a simple variant of the molecular-orbital method (linear 
combination of atomic orbitals) proves to be especially suitable. Experience 
shows that the method is in particular very advantageous for the examination 
of members of homologous series. With this method the spectra of the poly- 
acene series bave been succesfully investigated by C. A. Coutson [1], the 
poly-aryl series by C. A. COULSON and G. S. RUSHBROKE [2] and the ener- 
getical relations of the graphite crystal have been studied by M. BrapBuRN, 
C. A. CouLson and G. S. RusHBROKE [3]. To this purpose the energies 
of the single members of the two-dimensional homologous series (Fig. 1) were 
calculated, using for the computation of the eigenvalues the method of 
D. E. RurHERFoRD [4]. 

7 Recently the same problem has been investigated by E. HEILBRONNER 
)] who using group theoretical considerations gave a method on the basis 
which the energies of the members of the two-dimensional homologous series 
m be explicitly given. His results are better than those of Rutherford as in 
e latter method the eigenvalues are obtained by solving a trigonometrical 
fuation which, for the higher members of the series, means considerable 


tumerical work. 
Recently some members of the two-dimensional homologous series have 
been studied by us as to their physical and chemical behaviour (R. Pauncz 


from the energy values obtained with HeILBRONNER’s method, leads 


\t 
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and F. BerEencz: bisanthene [6], R.Pauncz and I. WILHEIM : terrylent) 
thus the eigenvalues relating to these con 


t thene [7 ]) ; ‘ 
quaterrylene, teran [7 ]) hese values with those obtained 


pounds were at our disposal. Comparing t a 
i isi aine 
HEILBRONNER’s formula, it was a surprising result that the spectra o i} 


from the two methods are completely different. This fact induced us to investiga 
thoroughly HEILBRONNER’s method. 

Our investigation showed that while the method gives correct result 
for the polyacene series and the quadratic lattice, its application to the t 
dimensional homologous series does not give the true eigenvalues but inste 
the eigenvalues of those variants where the Coulomb integral referring to uppe 
most and lowermost € atoms of the molecule deviates by +f from that 
the other C atoms. 


In the following we give a simple perturbation calculation which, start 
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yproximate values for the energies of the members ot the two-dimensional 
mmologous series. The calculations can be carried through very simply and 
ve results in a sufficient approximation. 


1. §. Sketch of Heilbronner’s method 


The essence of HEILBRONNER’s method consists in the original idea 
at a suitable number of the configuration to be examined is considered (if 
; symmetry allows this) and possibly supplemented by further atoms or 
oups of atoms so as to join them to connected chains, rings or lattices whose 
gher symmetry renders possible a simple determination of the eigenvalues 
the connected configuration. Following this those eigenvectors of the con- 
eted configuration are considered for which the coefficient of the atoms or 


oup of atoms used in the building up is zero. Consequently, the built up 
nfiguration breaks up into parts which agree in shape with the one originally 
vestigated, their eigenvalues belonging to the solution of the connected 
nfiguration with the above-mentioned properties. 

As an example, the eigenvalues of the polyene containing N C-atoms 
n be obtained if a closed polyene chain is formed from two polyene molecules 
the insertion of two C-atoms (the number of C-atoms is 2N + 2). This latter 
ssesses C, rotation symmetry (n =2N + 2), which allows an easy determi- 
tion of the eigenvalues and eigenvectors by using group theoretical conside- 
tions. Knowing the energies of the closed polyene chain, the energy value 
the opened chain molecule can be obtained by considering the solutions in 
uich the coefficients of the two inserted atoms are zero. 

The members of the polyacene series can be derived (in the figure N = 3) 
‘taking 2N-+2 4-atom motives and unifying them to a closed ring possessing 
rotation symmetry too. From this ring the N-th member of the series can 

re-obtained by considering the solutions in which the coefficients of atoms 
ind IV in the 0-th and n/2-th motive are zero (Fig. 2). 

In the above-mentioned two cases the method could be carried through 
actly its results being in agreement with those derived with other methods 
dt: Similarly, correct results are obtained by E. HEILBRONNER for the quad- 
tic lattice, the eigenvalues being identical with those obtained pally 
eee ronD s method (T. A. Horrmann [8)]). 


... Physica VI/1 
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vhether the required steps can be taken or not, the eigenvalues and eigen- 
vectors of the lattice situated on the torus surface have to be determined. 
In Fig. 3 the rectified torus surface is shown, the atoms figuring in the 
ingle motives are labelled with two indices the first relating to the row, the 
econd to the column where the given motive can be found. 
The torus surface contains 4nn atoms; the z-electron functions belonging 
0 the atoms are denoted by 


Win Uligs Uillix s UIViZ 5 


he coefficients with which these atomic functions occur in the molecular 
bhitals are marked with 


Tix IIx III; and IV; x . 


[hese coefficients (simultaneously with the eigenvalues) may be determined 
rom the secular system of equations of the torus surface and the corresponding 
leterminant, respectively. The secular system of equations containing 4nn 
quations is the following : 


—“ ip Fo Ui “Pa es LV irik =, 


fen alle — UW. . + ~. Jnr. = 05 


(1) 
I, + 1Vi, —x Ii, 4+ ITViesi =0, 


Tist,x + Wei + Wig — x TVix =0, 


yhere x = ae ae =| uy Hu,dt (Coulomb integral), P= { ur, Hus dt, 


and s denote indices of neighbouring atoms, H means the effective 
lamiltonian. 
The 4nn equations can be separated into nn systems of equations, each 
ontaining 4 unknowns if we take linear combinations corresponding to the 
reducible representations of the direct product of the C, and C, rotation groups. 


Ig? = cM ai 10), 116) = eM 4 11, | o = exp | 2a et. 
i | hen (2) 
mfp =e" err, rv) = eB IV!?, |e exp E : | 


O* 
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\f 
ae TE cE etal) pool vice =0,) jj 
yo? (1 =e a) xen TW” a6 TW” =(, { } 
TW ae m1” ie Ivo (1+-2’) = Os | 

qos) 613 Ye 1? (eye TV =0, | 


The roots of the determinantal equation corresponding to (3) can be obtaine: 
with elementary calculation : ) 


xO) 4/1404 18m. 


= 2(1 + cos=* 3), m=2|1 + eos) 
11 1 


The solutions of the system of equations (3) can similarly easily be obtain 


and from them, using (2), the whole system of coefficients of the torus surfa 7 
can be determined. 


Ti) — be —x(1+ 8] ee, | 
IY? = [x2 — 84 (1+ eA) ol B4, 
11th? == x (1 + &) (1 + o/) ol* ati, | 
Iv? = [0) + (x? — 1) Bf] el eH. | 


The eigenvalue problem is a degenerate one. The roots (4) are obtaine 


even if instead of j (n-j) is taken, or instead of j (n-j). Thus with the exceptio: 
‘ ; ; . n 
of j =0,7 =n/2 and j = 0, j =, ‘three other systems of coefficients simil: 


to (5a) can be obtained which belong to the same eigenvalues. The systert 
of coefficients (Sb) can be derived from that of (5a) by substituting —j for j whi 
(5c) and (5d) can be deduced from (5a) and (5b) changing the sign of j. 
For a more convenient review of the symmetry relations it is suita 
to pass over to the real system of coefficients. These can be obtained by a sui 


INVESTIGATION OF THE TWO-DIMENSIONAL HOMOLOGOUS SERIES OF AROMATIC COMPOUNDS 21 


table linear combination of the degeneration system of coefficients (5a) — (5d) 


ri) — [x3 — x (1+ §)| snijasinjko, 


11” — = [(x2 — 0) sinija+ sin (i+ 1) ja] (sinj kw + sinj (k + 1) w), 


p (6a) 
TI) = x [sin tja+sin(i+1)j a] (sinj k @ + sin] (k + 1) w), | 


Tit? = [8; sini ja + (x? — 1) sin (i +1) j a]sinjko . 


‘6b) is deduced from (6a) writing cosine functions instead of sin jko and sin 
i(k + 1)o, (6c) and (6d) are derived from (6a) and (6b) replacing sin ija and 
sin (j + 1)ja by the corresponding cosine functions. 

The following step consists in finding solutions wherein the coefficients 
of atoms used to join the configuration are zero. This means on the one hand 


chat I, IV,, Ln IV; is zero for alli, on the other hand 


Peep ligeeti lee 1) oe ol oe ae Lite LVS 
7 2 * at 2 


must be zero for all k. 
The first part of the task can be accomplished easily because in the system 
of coefficients (6a) and (6b) the factor sin jkw occurs in the coefficients of atoms 
and IV, thus the first condition is fulfilled. In this case the torus breaks up 
nto two ring surfaces each possessing C,, rotation symmetry. The second con- 
lition, however, cannot be fulfilled. Examining the system of coefficients it 
s evident that no system of solutions can be found wherein 


q Tox — TI; = III; — TVox = 0 - 
Toe RITE eae Titer See eel cor MLK: 
pie ope ope ae 


hus we cannot re-obtain from the torus surface the members of the two-dimen- 
ional homologous series. 


§. 3. Making use of the system of solutions 
Although the eigenvalues of the members of the two- dimensional homo- 


ogous series cannot be immediately obtained from the eigenvalues of the torus 
face, the solutions may serve, however, as a starting point for a perturbation 


values can 


22 


be obtained for the spect 


al homologous series. 


two-dimension 


the 


method by the aid of which approximate 
of i 


of the members 


c2 


ed 


n 
“ 
8 


a 
~S 


\ E222 ; 


To this purpose the above-mentioned procedure 


while in the following as well in the one 


i 
will 


that the following system 


8 
ae: 
™S 1@ 1S) 
oe 
foe 
sas 
oN || 
5 ie 
ae 
BRE 

~ 
& 3 

es 

q 
a iol 

o 
bar: 

° 


used to form the torus surface, in the 
used (Fig. 4). Elementary calculation verifies 
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efficients is a solution of the system of equations of the torus surface as well. 


Ti? = [9 cos (t+ I) fat (?— 1) cosija]sinjko, 

Uf = x [cos (i+ 1) ja4 cosija] (sing ko + sinj (k + 1)o), (16) 
c 

[ih = [(x2 — 0)) cos (i + 1) ja+ cosija] (sinj ko + sinj (k+1)o), 


ee ee ee 


vi? AEE AS B))| cosijasinjko . 


he system of coefficients (7c) belongs to the same eigenvalues as (6c), thus 
heir sum and difference can be taken: 


STG) — | [x3 — x (1+ 8) + x* — 1] cosijat \ 
+ cos (i+ l)ja}sinjko, ; 
SIT = } (x2 +x —0;) cosija+ (x +1) cos (it lia} 
[sinjko+sinj (k+l) o], 

STr19) = | (x2 + x — 0) cos (i+ 1) ja+ («+ 1) cosija} 
[sinjko+sinj(k+ lo], 

Spy GP — | [x8 — x (14 8) + x? — leos (i+ Yiet 


8, cosijat sinjko ; 


\ (8c) 


— 


ATG? — | [x3 — «(1+ 3) — 27 + lJ costja— 
— 9cos(it+l)jajsinjko, 
ATG — | (x2 — x — 0) cosija+ (1 —x) cos (i+ 1) ja} 
[sinj kw + sinj (k+ 1) a] os 
41119? = {(— xt-tx+ 9) cos (i+ 1)ja+(@—1) cosija} 
[sinjko +sinj(k+ 1) o] ‘ 
zy) — {[—a8 + x(1 +0) +2? — leos(i+] iat 
4 d,cosijatsinjko . 


Of the system of coefficients (8b) is symmetrical with respect to the a,-, @o-axes, 
b), however, is antisymmetrical with respect to them. 


A 
AT en a Na I Sth 


(11) 
ATT gattk « 


es s . 
SE eer 
“Tx n—1—i,k (10) 


TT = TT n—1—i « mua sl line 


| 
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In both systems of coefficients Ij) [Vig In IVjn are zero because of | 
2 


2 \ 
factor sin jk figuring in I and IV, thus the torus surface breaks up into uy 
rings each possessing C, rotation symmetry. 

The use of the symmetrical system of coefficients renders possible a furt}l 
dissection of the ring into two configurations which agree as to their shaj 
with the NY-th member of the two-dimensional homologous series, the oy 
difference being that the Coulomb integral of the atoms I and IV figuring) 


& Nl F . 3 
the first (‘= 0) and in the last |i = of -1| row isa + f.In the antisymmetrii 


system of solutions the Coulomb integral is a — f in the same places, wher¢ 
in both cases the Coulomb integral of all the other atoms is a. 
Thus, from the secular system of equations we obtain : 


(pay) (a — E) Tox + BIVn—-1,.~ + B Tox + BIT, n-1 a | 

(| 

pa (Gar) Pee enl. + BU 1.4+ B Tat, 4-1 = 0. | | 
From (10) and (11): 

elie ce “IV pies (13) Slat LV es 

Lee Vi a eset Vee | 


Substituting these into (12) the following equations are obtained: 
(a+ B—E) Sl, +6 SIT © +B STIon-1 .=0, | 
(Eh Fy Si vous oaee LL Tes jes TL ye OE 


(€@—B.—E) Aloe 4B Allo + 6 -AlIy p12. = 05 | 
(@—B —E) A1V 4, 4-+ B ATI -1,¢+ 8 ATI ,-1,n-1 = 0. | 


All the other equations not mentioned here are. identical with the origi 
equations of the torus. However, it is evident that together with those 
mentioned, here equations (15) and (16) correspond exactly to the secular e 
tions of compounds possessing the above-mentioned properties. 

Both configurations are symmetrical as to their shape in respect of 
b,-, b,-axes, thus the system of coefficients must be symmetrical or antisy 
metrical in respect of them. In a manner completely analogous to the proced 
detailed above both configurations can be further dissected and finally + 
following 4 compounds are obtained (Fig. 5). 


_ 
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The atoms where the Coulomb integral is a + f are marked with +1 || 
the Figure, whereas those, where the Coulomb integral is a — 6 are mark 
with —1. Corresponding to these atoms there will be (—x-+1) and (—*—/j 
respectively in the diagonal places of the secular determinant after dividisl 
each row of the determinant by fp. 


4. §. Application of perturbation calculation | 


According to the preceding paragraph the eigenvalues of the 4 compound 
figuring in Fig. 5 can be obtained by HEILBRONNER’s method. This resv 
is useful in itself, but it further renders possible the determination of an appro: 
mate energy value for the members of the two-dimensional homologous seri¢ 

Let us consider A and B. Their eigenvalues can be approximated usini 
matrix perturbation methods [9] and starting from the eigenvalues and eige' 
vectors of the compound E as follows: (Fig. 6) 


Mo MDE AAD, 


03) So af®) — A’ M4, 


In a completely analogous manner the eigenvalues of C and D can be appro 
mated using the eigenvalues and eigenvectors of compound F, 


(1: 


MOG AM + AY LL, | | 


x6P) mrs xP) — 6% (FD 4 fee 


If in the perturbation calculation second and higher order members can 
neglected, the known eigenvalues of compounds A and B can be taken appro 
mately equal with the first two members of the perturbation formula and 


following approximate formulae are obtained for the eigenvalues of compounc 
E and F: 


x2) Ae a + iB) yee, xf — xP) i 
l “°“~ 2 3 x; TY! 0 weed ( 


Repeating this step with reference to the compounds E and F, an approxima 


energy value can be obtained for the N9t-th member of the two-dimension 
homologous series. | 


I 
ra 
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The better the higher order members can be neglected, the better resw) 


are furnished by the approximation 


C) D 
xy + x7?) + xf + xf?) (i 
Xx; a - = . 4 


4 


The applicability of the approximation has been tested in several cases aij 
the results obtained are reasonably good. The table below shows an illustrati 
calculation : 


NA aes 


Table I 
et 


Results symmetrical to the c axis Terrylene 
A D B=G appr. (20) exact / 
: 
2,73205 2.64575 2,71036 2,69963 2,66142 | 
2,64575 2,39416 2,53958 2,52976 2,45502 | 
2,39416 2 2,21281 2,20494 212990 | 
2 1,50597 1,76165 1,75732 1,71709 | 
1.50597 1 1,24519 1,24909 1,27027 | 
1 0,73205 0,80865 0,83734 0,88949 
—0,73205 = —0,80865 —0,83734 —0,88949 
Ges] —1,50597 —1,24519 —1,24909 —1,27027 ) 
—1,50597 2 —1,76165 —1,75732 —1,71709 | 
ise —2,39416 —2,21288 —2,20494 —2,12990 | 
—2,39416 —2,64575 —2,53958 —2,52976 —2,45502 | 
—2,64575 —2,73205 —2,71036 —2,69963 —2,66142 | 


5. §. Classification of the solutions 


For an application of the perturbation calculation it must be kno 
to what compounds of A — D the roots (4) belong for given j and j. This proble: 


can be answered by examining the respective systems of coefficients (8e 
and (9c). 


In both systems 


of coefficients the same factor sin jko and [sin jko 
+ sin j (k + 1) @] resp. figures in the atoms I, IV and II, III resp. Consideri 
the properties of the sine function it is evident, that the s 
to the c-axis of the molecule belon 
belong to the odd j-s. This 
calculation insofar as we kn 
solution with known symmet 


olutions symmetric 
g to even j, whereas the antisymmetrica 
fact is of advantage when using the perturbati 
ow that the approximate eigenvalues belong to 
ry properties with respect to the c-axis (vertical axis 
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The assignment to compounds A — D is determined by the value 
¢j. In the system of solutions (8c) even j refers to the solution symmetrical 
) the b-axis, this belongs to the compound A, while odd j refers to the anti- 
mmetrical solution (compound B).In the system of solution (9c) the situation 
) reserved : even j means a solution being antisymmetrical to the b-axis (com- 
found D), while odd j refers to the symmetrical solution (compound C). These 
pnelusions can be drawn from formulae (8b) and (9b) resp. using elementary 
‘igonometrical relations. (b: horizontal axis). 

Summarizing our results : even j belong to the compounds A and D while 
id j refer to the eigenvalues of B and C (essentially identical compounds). 

To divide up the eigenvalues of the compounds A and D among the 

ven j, the fact can be used that the eigenvalues of compound D are the negatives 


: the eigenvalues of compound A. (The proof is given in the Appendix.) Taking 
re account the corresponding multiplicity of the roots each root occurs both 


; Tl 
lith + and with — sign in both compounds except j =0 and leo The 


»paration need be accomplished only for the roots of these two j-s. Examining 


1e corresponding quadratic forms, it is easy to prove that the greatest positive 
bot belongs to compound A (its negative to D) and the least positive root 
» the D (its negative to A). 

Special consideration must be given to the roots +1 and —1. The solutions 
rresponding to them are obtained for 7 =n/2 [see formula (4)], however, 
1e system of solutions (8c) and (9c) resp. cannot be used here because it would 
five zero for all coefficients. To determine the system of solutions belonging 
» +1 and —1, we must return to the original secular equations, for j = n/2 


nese are as follows: 


=) [4 -1vVé*=0, Bend RX 
(21) 
—]I-+ III 2A ie en/2 — —], 
rom this the following system of solutions can be obtained : 
Tix ==. () ° 
Tlix == ies iy costja, ( (22) 


III;, = (— 1)‘ cosija, 
IVi,=0. 


'y using matrix perturbation considerations [9] it can be shown that this 
ystem belongs to the +1 and —1 roots of compounds A and D, further that 
1e same roots occur in the corresponding members of the two-dimensional 


a ologous series as well. (Jt( number of +1 and just the same number of —1.) 
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As in this special case the roots of the four kinds of compounds agree with ti 
eigenvalues of the corresponding member of the two-dimensional homologa 
series, we need not consider them separately when using the approximd 


formula. 
I express my sincere gratitude to J. I. HorvaAtH, Director of t 


Institute, for reviewing the manuscript and to B. VasvARI for drawil 


the figures. 


APPENDIX 


To prove that the eigenvalues of compound D are the negatives | 
that of compound A we use the fact that these are alternant hydi 
carbons, i. e. all the atoms can be divided into two classes (they a 
labelled with o and x) in such a manner that wo atoms belonging to ti 
same class are never neighbours. Let us assume that our assertion is ce 
rect, let x; be one root of compound 4 and let us assume that —<;| 
the one root of compound D. Substituting these into equation (9c) it| 
at once evident that | 


oO Tix (A) = — Iix(D) 9 Oo IT] ;, (A) — IIT; x (D), 


x Ilix (A) = Il, (D) > x IVix (A) => Vix (D) . 


This means that the coefficients of atoms x are the same in both con 
pounds, whereas the coefficients of atoms o are of opposite sign. Usir 


this fact it follows from the equation below referring to the compound 


— xj Cr+ 2Cir =0, C=, II, III, IV, 
(—x+1) Co, + » Cor = 0, r is neighbouring to k 


that (—x;) really belongs to the secular equation of compound D 


—(—*) Cn +2 (—C;) = 0, 


D 
(— (— xi) + 1)Cox + & (— Coy) = 0-. 
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5 HCCJIEMOBAHHE JIBYXMEPHOPO TOMOJIOPMYECKOLO PATA 
4 APOMATHYECKHX COETMHEHMMA 


P. MAYHI 


Peswme 


CraTbaA MpHMbiKaeT K uccrefqoBannw TeiinbOponHepa no AByXMepHOMy roMosIoruye 
y pAay apoMaTuyecKHX coeqnHeHHH. AHanM3 nO MeTOLy TeiinbOponHepa moKasbiBaeT 
) XOTA STOT METON H MaeT NPaBHJIbHble Pe3yIbTAThI B CIyYaAX NOMMAWeHOBOTO PALA HM KBal 
OH C€TKH, TO OH B Ciy4ae ABYXMEPHOTO FOMOOFHYeCKOrO pAa aeT HEBEPHbIe COOCTBeH- 
SHaYeHHA SJIEMeHTOB psa. B 9TOM cilyyae BHILMeYNOMAHYTHI MeTOX WaeT COOCTBeCHHBIC 
e€HHA TeX BapHallHH, y KOTOPbIX HHTerpan Kyn0Ha aTOMOB CaMOro BepXHETO HM CaMOTO 
erO PAOB MOJIEKYJIbI OTKIOHACTCA Ha + f NO cpaBHeHHIO C MHTerpasom Kys10Ha Bcex 
X ATOMOB MOJIeKYJIbI. Mcnoub3yA 9TH Pe3yJIbTAThI, MOCPEACTBOM paccy>KMeHHH NO HCUHC- 
10 NeprypOauHn yAaeTcA NOTyYNTh MpHOJMKEHHDIC 3HAYCHHA JHEPIHH BIEMeHTOB JByX- 
HOrO TOMONOrHYecKOrO pxAa. BHHCNHeHHbIe TaKHM CIIOCOOOM 3HaYeHHA MawoT yOBe- 
PHTeIbHOe COBNAeHHE C BHIYHCICHHBIMH TOYHBIM MeTOOM COOCTBEHHBIMH 3HaYeHHAMH. 
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HESEPKAJIBHOE OTPAJKEHHE 3BYKA TOHKMMU 
OPPAHWMYEHHbIMY TWIACTHHKAMYM B JKUDKOCTH 


JI. M. JIAMIUEB 
AKYCTHYECKHH HHCTHTYT, AKAEMHA HAYK CCCP, MOCKBA 


(IIpeacrapneno 3. [[bionan. — Mocrynuno 3. 1X. 1955) 


H3anaraetca TeOpHA HW Pe3yMbTATHI 9KCNEPHMECHTAIbHOPO HCCIELOBAHHA HeSePKaNbHOrO 
TpaoxkKeHHA TOHKHX MaCTHHOK, B TOM 4HCI€ OOHAPyKeHHOTO HOBOrO BHA HesepKaNbHOrO 
TpaxkeHHA, OOYCIOBICHHOrO TonepeyHbIMH KONeOAaHHAMM C)KATHA MacTHHKH. MoKasano, 
“TO B MIaCTHHKE HMCCT MCCTO ABJICHHE MpOCTPaHCTBeHHO-4YaCTOTHOTO pesoHaHca, Onaroqapa 
SoTOpoMy cyliecTByeT TOHKaA CTPyKTypa He3epKasIbHOrO OTparxKeHnA. B pesymbTaTe 9Kcre- 
PUMCHTASIbHOTO HCCICAOBaHHA OTPadKeHHA 3ByKa TOHKHMM IlacTHHKaMM Ha yacToTe I mera- 
2pll C MOMOLMIbIO TabOOpaTOpHOH ycTaHOBKu, OOecneynBaWwIUlei HEOOXOAMMy!0 TOUHOCTb U3Me- 
CHHH, HaleHO, YTO TEOPHA YAOBMETBOPHTeEIbHO OMMChIBACT ABICHHE. 


Bspeyenne 


Korga Ha MWJlacTHHKy MajlaeT 3BYKOBaA BOJIHa IWlaCTHHKa coBepllaeT 
foneOaHua. BropwuHoe u3iyuenne, OOycIOBNeHHOe KONeOaHNAMM TWIaCTHHKU 
02KeT TIPHBeCTH K MOABIICHHIO JONMOJIHMTeJIbHOTO pacceHHA 3ByKa. 

Baio oOHapy>KeHo [1], 4TO Mp HaKJIOHHOM MajeHHM 3BYKOBOM BOJIHbI 
a IWIacTHHKy B OONAaCTH HeEKOTOpOrO yrla HaOsIOMaeTCA CHJIbHOe OTParKeHHe B 
fallpapieHuu, NMpOTMBOMONOXKHOM HalipaBJleHHio MajatoujeH BOJIHbI, TaK Ha3bl- 
saemoe HesepKasIbHOe OTParKeHve. DKCMePHMeHTAJIbHO YCTaHOBIeHO, yTO OOHa- 
YOKEHHOe HeSePKaIbHOe OTParKeHve OOYCOBIeHO MSrMOHbIMM KoeOaHHAMU 
WacTUHKM MW HabsOaeTCA B TOM CJIyyae, ecm :bas0BaA CKOPOCTb B Maarouent 
OJIHe BJONb WIaCTHHKM COBMaaeT CO CKOPOCTbWO CBOOOAHEIX M3rMOHbIX BOJIH B 
WacTUHKe, T. €. KOra BbIMOHAeTCA «ycOBNe coBnazeHuA» [2]. HanpaBienue 
€3e€PKaJIbHOrO OTParxKeHHA OlpesesiAeTCA U3 BbIPayKeHHA : 


A 
PEE ge yong atop oa 1 
sin ; (1) 


Cu u 


je c — CKOpocTb 3ByKa, 2 — JJIMHa BOJIHEI B DKMKOCTH. 

mc, — CKOPOCTb CBOOOAHbIX U3rHOHbIX BOJIH, Ay — WIMHa M3rHOHOH BOJIHBI 
| TW1aCTHHKEe. 

— @O — yron MexKIyY HOpMalIbiIo K WlacTHHKe M HallpaBJIeHHeM BOJIHOBOTO 
KTOpa B Maatoujeli BOIHE B XKUAKOCTH. 

| = CyuyHoctb apekTa HesepKaJIbHOrO OTParKeHHA CBOJMTCA K Cileqyroulemy. 
{ora Ha WWiacTMHKy (pic. 1) MagaeT NO YrJIOM 3ByKOBaA BOJIHA, BAONb Tac- 
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THHKM pacnipocrpaHsAeTca «BbIHY)KeHHaA) MSrHOHAA BOIHA, PasoBan CKOpoc 
KOTOpOM paBHa (asOBOH CKOPOCTM B Haale BOJIHe BJONIb NWiacTHHKH. B 
HY KeHHaA H3rHOHAA BOIIHA, OTParKaAch OT KpaeB M1aCTHHKH, pacipocTpaHAer} 
B MPOTHBONOIO2KHOM HallpaBJleHMM CO CKOPOCTbIO cBOOOAHOH M3rMOHOHK BOI 
B macTHHKe. Kora 3ByKOBav BOJIHa MagaeT Ha MlacTHHKy MOj| KPHTHYeCKY 
yriom (1), aMMIMTYa BbIHyKeHHOM, a, CeAOBATeIbHO, M OTParKeHHOH CH 
OoqHO BOHbI BospacraeT. TIacrMHKa, coBepiliad Koe6aHHA, MHTCHCHB 
ussyyaeT. Uanyuenve, 06ycoBeHHoe CBOOOAHOH BOJHON, OTPadKeHHOK OT po 
BOMOJIOXKHOFO Kpax MWIacTHHKM perMcTpupyeTcA Kak He3epKaJIbHOe OTParKeH 


yegepKastoHoe, A EN 

ompaKeHl NN | 
es 9 | 
Sv 

re se 

BoAHO SS 

nS 

S30 
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Puc. 7. Vs3rn6upiit pesonaHc miacTHHKH 


Visyyenve aekra HesepKasIbHOrO OTpaxxeHUA B padorTe [1] Hocu0 mM 
KaueCTBeHHBIM XapakTep. Tak 9KCIe€PpMMeHTbI MPOBOAMIIMCh TOJIbKO CO cTa 
HbIMM TlacTHHKaMH, NOrpyxKeHHbIMH B BOY. OTparKeHue UCCHeAOBAIIOCk 
30He PpevesA, NP ITOM MO BAOMb M1aCTHHKM ObUIO HepaBHOMePHO M10 AMM 
Tyne. UsmepenuaA MpopoyMiuch Ha HU3KUX YJIbTpasBYKOBbIxX yacToTax 15 
Kru. Crporoit Teopuu opekra He GbiI0 paspaboTano. Hamu Opin npezNpuHA 
Oolee IMpoKMe TeoperuyecKHe HM 9KCMePMMeHTaJIbHbIe MCCeOBAHUA OT 
)KCHHA 3ByYKa TOHKMMM OFpaHHYeHHbIMM TWJlaCTHHKaMM B Bose. 

B 9KCHepMMeHTaIbHbIX MCCIe€OBAHUAX MCMOJIbSOBaaCcb MMIYJIbCH 
MeTOWMKa vsMepeHHit. Bpila CKOHCTpyHpoBana MMMYIbCHaA YJIbTPasByKOB 
ycTaHOBKa, HM M3rOTOBJIeHbI MWiaCTHHKM pa3sJIMYHO TOJIMIMHEI UM WS passIMuH 
MaTepvaoB. B oTmmune oT pabotbt [1] u3MepeHuA MpOBOAMIMCh Ha BbICOK’ 
YJIBTpasByKOBbIX YaCTOTAaX (1 MIT) M MCCeAOBaOCh OTParKeHve B 30He Mpa 
rodepa, MpHyeM Nose nNafaroueli SByKOBOM BOJIHBI B mipeyesax pa3sMepoB : 
CTHHKM ObIIO paBHOMepHBIM. 

Uccnexya noqpoOuo orpaokeHue sByKa TOHKMMM OrpaHMyeHHBIMM TIac 4 
KaMH B HallpaBJIeHHM, MPOTHBOTONOKHOM Tagalouleii 3ByKOBOM BOJIHBI, 
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{0OHapy>KHIN HOBbI BU HesepKabHOrO OTPaKeHHA, KOTOPOe MMeJIO MeCcTO AIA 
BHAYMTeIbHO MeHBUINX YP10B NaleHHA, YeM He3ePKaIbHOe OTParKeHHe, CBA- 
PaHHOe C MSTHOHBIMM BOJIHaMH [3]. IO. M. CyxapeBcKuit yKa3al Ha TO, YTO HOBBIT 
‘BH, HesepKalIbHOrO OTParKeHus, BePOATHO, CBA3AH C BOSHHKHOBeCHMEM B Ila- 
WHHKE Mo jelicTBHem nagaloujeh BONHBI NposONbHDIx BOJIH, MOCKOJIBKY Ipu 
yrlax, Kora HaOmOaOcb HOBOe HesepKarbHOe OTparKeHHe, PasoBaA CKOPOCTb 
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Puc. 2. QWpoxonpusit pesonanc nmacTHHKu 


[\ 


oa 
== 
CAB 


NDOGONbHOR bonHa 
3 nvocmune 


2 
afarolleH BOJIHbI B BOe BAONb MWIaCTHHKM paBHa CKOPOCTH MpOAObHbIX BOTH 
3 MIacTHHKe. MM ObUIO BbICKa3aHO Ba MIpefM007KeHUA O MeXaHU3Me BOsOydK- 
1€HHA Majlawule 3ByKOBOH BOHOM MposObHbIX BOTH B TOHKOM mMlacTHuKe : 
30-TI€PBbIX, YePe3 MOMePeuHble C)KATHA MWACTHHKU, BO-BTOPbIX, Yepes BAsKHE 
30JIHbI B KMAKOCTU BOIM3M MIacTHHKH..T. J. MastooxKunHell noKasasl, aro oxHoro 
TepBoro MexXaHH3Ma ydKe JOCTATOUHO, YTOOLI OMMCaTb Habofaemoe ABIEHHE. 
Kak Tellepb BbIACHeHO, MeXaHH3M HOBOTO Bua HES€PKAJIbHOFO OTParKeHUs 
BBYKa TOHKOM OrpaHwyeHHOH TWIaCTMHKOM COCTOMT B cyefyroulem. Kora ua 
WlacTHHKy WaflaeT 3BYKOBaA BOJIHA, BAOJIb MWIaCTHHKU pacHpoctpanneton BBI- 
Ty KeCHHaA TpOMObHaA BOJIHA, BOSOyxKaemar MafarolleH BONHOM Yepes Nomne- 
JeUHbIC CHKATHA TWiacTHHKU (puc. 2). Bary KeHHaA MposobHaA BosHa, oTpa- 
AACb OT KpaA TWIACTHHKM, paciipOcrpaHAeTCA B MpOTMBONOIOKHOM Halipas- 
IeHMM CO CKOPOCTbIO CBOOOAHOM NpOAObHOK BOJIHbI B MWacTMHKe, M3yyan npn 
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pacnpocTpaHeHuM YacTb cBoeH SHEprun. 3ro usmyyeHve M perucTpupyetca 1 
HegepKaJIbHoe oTpapKeHHe. MaKCMMYM He3epKalIbHOTO OTParKeHHA HaOsH0laerT ci 
IpH TaKOM yrule NaseHHA SBYKOBOM BOJIHbI Ha MWiaCTHHKy, Kora (pas0Ban CKG 
pOcTb B MajlalouleH BOE B YKMJKKOCTH BAOJIb WACTHHKM COBMaaeT CO CKOPOCTb! 
CBOOOJHEIX IIPOAOJIbHbIX BOJIH B TWlacTHHKe. 3HaveHve KPHTHYeCKOrO yrsla ONpé 
JIeIACTCA BbIPa)KeHHEM : 


c , (2 


sin 9 = — = ; 
Cy 1 


re ¢,-CKOPOCTb MpOAOMbHbIX BOJIH, A,-WIMHa MpOAOJIbHOM BOJIHbI B IWIaCTHHKY 

B HacTOAel padoTe M3JlaraloTCA pe3yJIbTATbI eTAaIbHOrO TeOpeTHYECKO!} 
VM SKCIePMMEHTaIbHOrO MCCIeMOBaHMA ABJICHHA HE3CPKAJIbHOTO OTParKeHH’s 
B neppolt TeoperuyecKoi YacTH paOoTb! paccMaTpMBaeTCA 3alaya O Aud ppakuny 
3ByKa Ha TOHKOM OrpaHvyeHHOK MIacTHHKe B DKUAKOCTH C yueTOM KosIeOaHhy 
mIacTHHKH. Bo Bropol uacTH U3araloTCA peSyJIbTaTbl IKCIMePHMeHTAaJIbHbk 
WcCIeAOBaHN, KOTOPble CpaBHMBalOTCA C TepeTHYeCKMMH JaHHbIMH. / 


Teopuar 


a) Jug@paxyun 36yka Ha moHKoll o2panuyeHHoti naacmuHke 6 wWcudKOCMY 


Bonpocbl, cBxA3aHHbIe C 3aqauei AupppakuUMu 3ByKa Ha TOHKOM orpaHit 
Ye€HHOM MIaCTHHKe B )KMKOCTH YacTHYHO yoKe paccMaTpHBasMcb [4, 5, 6 
OHakO, aBTOPbI ITHX PadOT YUMTHIBAIIN JIMIWb USrMOHbIe KOeOAHHA MW1aCTHHKE: 
B HacToAleH cTaTbe MpMHHMawTcA BO BHMMaHHe 00a THNAa KoOeOaHHi Ma 
CTHHKH : M3rvOHble KONeOaHuA M MoMepeuHble KOJIeOaHHA CoKATHA.* 

IlycTb Ha TOHKY!O IIJlaCTHHKY, 3aKpelIeHHy!0 B HeMOABHXKHOM OecKOHeY 
HOM 9KpaHe M TMOMEeINCHHY!O B DKAAKOCTb MajlaeT B NosynpoctpauctBe Z > 
NO yrom O nockaHt MOHOXpoOMaTHUeCKad SBYKOBAA BCJIHA EMHMYHO amMm 
Tyfbl: exp [ik, x — ikz =] 

Syecbh ky =k-snO, kz=—k-+-cosQ — cocraBnsarwllve BOHOBO 
BeKTOpa Majlaoulei BOIHbI, O — yroul Mexy HOPMasIbIO K IlacTMHKe 
HallpaBJIeHMeM BOJHOBOTO BeKTOpa B nagaioujel BoNHe — yron nageHu 
PakTop exp (—iwt) — onyckaem. | 

Haiqém BosHOBble MOA p,(x,2) WM po(x,z) B BepxXHeM HM HMDKHE 
noslynpocrpancrse. IIpAmoyroubHy!0 cHcTeMy KOOPAMHAT x, y, 2 BbIOepem Ta 
Kak NOKa3aHo Ha PHC. 3 M MpesNOIOKUM, UTO TWIacTuHKa OecKoHeuHas B Hanpa 
JI€HMM y 3aHHMaeT UHTepBan —d < & <d ByONb OCU x. 


*TlonepeuwHbimn KoneOaHHAMN CKATHA MBI BIpeAb OyMeM Ha3bIBaTb MOMepeyHble KOI 


OaHuA WWacTHHKU, CBASAHHBbIe 
: C MpOAONbHbIMU KONeCOAHHAMM WacTHHKM 4epes 
Tlyaccona. ae. ) ached 
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CkopocTb Monepeynbix cMeleHHit MoBepxHocteli nacrHHKH B culyuae 
MSPMOHBIX VWJIM aHTHCHMMeTPHYHBIX KOeOaHHi Mo,UNHAeTCA ypaBHeHH0 JIBM- 
oKeHus [7]. 

Oty 


8 mad = — im (p, — p,)z-0, (3) 
x 


M (WIA Monepeykbix KoneOaHnit @KaTHA WIM CHMMeTPHUHBIX KOJeOaHHit — 
‘yPaBHeHHo ABHKeHUA [3] 


2 Pa 
> Oy, =e 


Ox2 E, 


PH HeKOTOPbIX KpaeBbIX YCJIOBMAX B TOUKAX x =-+d. J\NA MpocrToThl Oynem 
CUMTaTb 9TH YCJIOBMA CaMOCOIIPA)KeHHbIMH. : 

B ypaBHeHuax (3) XH (4) 0; — TWIOTHOCTh MaTepMasla MlacTHHKH, 2a — eé 
omuuHa, FE, — mofzysb lOunra, o, — KooppuuMent Tlyaccona mnyacTHHKu, cy 
CKOPOCTb MpOOJIbHBIX BOJIH B MJlaCTHHKe, m, = 2a9, — Macca TWlacCTMHKU 


1 2 
| eee ie + Pe ra 
( 1) seers ao ae 


ara 


2 
a eQMHMUy MNO0mai, § — ee a® — UMJIMVHPUyeCcKan KECTKOCTb TJIaCTMHKM. 


paeBble yCIOBMA Ha OOeMX MOBePpXHOCTAX MIaCTMHKUM, a TakoKe TpedoBaHne 
loramiaemoctu [8], MoryT ObITb yOBJIETBOPeHBI, CCIM UCKATb PellCHMA BOJIHO- 
B0ro ypaBHeHna A p+ k?p—O0B Bue: 

 —p, (x, 2) = exp [ik, x — ik, 2] + exp [tk, x + ik, 2] — x (x,2) — % (x, 2); (5) 


Po (x, — 2) = + x (%) —'2) — x1 (%, — 2) (6) 


4d 
1 (a2) = 2 i eH (RR)dE, (7) 
=a 
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Xa (%,2) = —~ | 0 (6) Ho? (AR) dé, (8! 


—d 


R=V(x—6? 12. (91! 


Syecb 9 — MNOTHOCTh OKpy>KaroluleH >KUAKOCTH. 


K HaXONCeHHIO CKOPOCTH MoMepeyHbIx cMeLeHHM MWiacTHHKM. Togcrapisas (7)| 
(8) B (5), (6), a saTem B (3) H (4), NONyaHM AIA cKOpocTeH CMelleHHM MHTEerpoll 


nuddepenuMasibuble ypaBHeHHA : 


a +d 
gt — wmv = — io [2exp (ikex) —  { o(6) HG? (hx) as], (00 
Ox 2 | 
=d 
+d 
Sire 
ci ay -+- @2 1=— lw”? a (1 oe 07) exp (tk, x) — all v; (€) HY) (kr) a| 
Ox? FE, 4 , 
oo a | 
1 ; we (1) 
ae i Aus Jexp (ik,,.x) — rei) v, (§) Hg” (kt) dé}. (11 
-¢ 

rye Ejeet, (124 


PelleHue MHTerposMppepeHUMasIbHbIxX YpaBHeHH MO)KHO CBeCTH K pelllel 
HMO JIMHEMHbIX aslreOpanyecKMX ypaBHeHHi, CCIM pa3IOXKUTb CKOPOCTH cme! 
INeHMH M aBeHMA B PALI 10 COOCTBeEHHBIM (yHKUMAM KOseOaHH NacTHHK! 
B BaKyyMe. 
Tlyctb p(x) HM Yayn(x) HOpMMpoBaHHble coOcTBeHHbIe yHKUMM, yO 
BIICTBOPAOWIMe YpaBHeHHsIM : 
04 py, (x) 


San aes (13 


02 wr x 
Ct Pate) + @é1yn Yarn (x) = 0 (14¢ 


} 
l 


M COOTBETCTBYIOUIMM BbIOPaHHbIM KpaeBbIM YCJIOBMAM. 3feCb Wn U way 
COOCTBeHHbIe YaCTOTHI MSrMOHbIX KoNeOaHHit MOMepeuHbIx KONeOaHHh coKATU 
TJlacTHHKM B BakKyyMe. 
Pa30}KMM CKOPOCTH cMeleHH noBepxHocTei rWwiacTMHKM MM jaBeHus 
WeHcTBylolMe Ha NaCTHHKY B pAb 10 CcOOCTBeEHHEIM PyHKUMAM KoseOaHn 
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WacTHHKM B BaKkyyMe Y,(x) HM Ycayn(x). Torga vmeem : 


o(e)— > bn ¥n (=), (15) 
n= 
: 0, (x) = > bon Padn (x) 5 (16) 
i ae | = 
. 2 exp (ikyx) = > Gn Vax) 5 (17) 
exp (thy x) = > Gaon te (x) 5 (18) 
4d 
=2 J Wn (x) exp [ik, x] dx, (19) 
—d : 
+4 
Can = a PO)n (x) « cxP [ik x] de. = Beate 


—— 


aBsiaa (15), (16), (17) u (18) B (10), M (11) MO}KHO neperucatb ypaBHeHus — 
eH TWIacTHHKM B TaKOM, BHC; 


Ke 


Lich 2.) bn Wn ies ee 5 a ies > sist ae i ie 


J n=1 a ig! 


x 1 wa eae] isso) 2 ah 
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Pa3lOxKUM MHTerpasbl B MpaBol yacTn BbIpakeHul (21), (22) B pAAbI MO Col 
CTBEHHbIM (PYHKUMAM : 


aa 


+d 
we yn (x) HS) (kr) dé = > Zun(®) + Vx (x) » 2 
= 
+d 

we 2 an 
28 --](1—o8) | verre (6) HS? (en) gE + 
sh—ot— 3 | 

1 


+d ese | 
e f yarn (E) | a0 (kr) dé + | noes H§? (kt) | = 


OS etn A oy ? 


ag? = | 
ad 
=> Zoyin (®) pare (x) » . 
: aie e 
oe 4d 4d ; 
Zeno) = 2 { [va (8)- vel) HOP (hie — Eade, 
ey se ge | 
oes +d +d 
- Zanin (©) = eas tat tears R - | (1 — 07) t i rn (® 0) Ha 
DS ee ae oe 
ke } 


‘7.5 


4 j mnt wel runt “one 8) oH (i) ata +f (mem vodk 


. 


4 ad —d 


Wine = 
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§/paBHenHia (27) u (28) MO>KHO MepenucaTb Tak: 


b, + Zn = 6G, —2 Sy bK Zin (@) 5 (29) 
k=1 
ban Zan = Gayn — > bax Za)kn (), (30) 
k=1 
qe 
i Bey ats 
Dig ae oe (w2 — w?2), (31) 
E 
| hase 1 + (@%yn— 0%). (32) 
: ot|1—of — 20 
ki 


{osppuynentam paso KeHHA bp, bayn, Ga UW Gayn, MOOKHO TIpMaTb HeKOTOpbIit 
MM3M4eECKHH CMbICI. ByeM Ha3bIBaTb 9TH KOSPPUUMEHTHI “aMIIMTyAaMM». Tora 
Pn ¥ bayn MOXKHO PaCCMATPHBaTb KaK aMIVIMTYbI CKOPOCTH aHTMCHMMeTPHUHbIX 
{ CHMMETPHUHbIX HOPMAJIbHbIX CMeIleHHH COOCTBeHHbIX KONeOaHHi HOMepa n, 
1G, 4 Gan — KaK aMMJIMTy Jbl JaBleHua COOcTBeHHBIX KOJIeOaHuM STOFO HOMepa. 
Tpyrumu coBpamy, ecsIM Mayawujad BOHa MpelcraBaeT coOoi cymmy map- 
(MaJIbHbIX BOJIH, TO G, M Gi), MOPKHO paCCMaTPMBaTb Kak aMIMIMTyAbI LaBenuit, 
I M biiyn CKOPOCTH HOPM@JIbHBIX CMeLIeHHH B NaplMasibHbIx BOJIHAX HOMepa n 
1a rpaHule MlacTMHKM C >KMKOCTbW. B cpBeTe BbIlle CKa3aHHOrTO Zp, Zay)n» Zen 
M Z(1)kn MpeoOperawrT cMbIC UMMeqaHUeB. Z, UM Zz), STO MMMeaHIbI MWaCTHHKK 
WIA coOcTBeHHBIX KoseOaHHi HOMepa n, Zen WU Zayxn— MMMeaHUbl U3yueHuA, 
PHyeEM Zyn(@) W Z(1)nn(@) — MMMeaHUbl MSY YeHHA jst COOCTBeEHHBIX KoeOannit 
OMepa n, a Zyn WU Za)n B3AMMHbIE UMMC AHUbI UBITYYeHHA, XapaKTepv3yroulne 
33AMMOCBA3b Me2KTY COOCTBeHHbIMM KOeOaHHAMM HOMepoB nV k. Jlanee, 
sf 


> be Zin UW > bay Zodin — ect JaBnenua, AelicrByloulue Ha TW1acTHHKy co 
k=1 k=1 

STOPOHBI XKMAKOCTH, IPH coOcTBeHHbIX KOJIeOaHHAX HOMepa n HU, CeAOBa- 
TeIbHO, BSAMMHbIC UMMeLaHbl Zep, U Zei)un XAPAKTepMsyloT coo MaBenns, 
elicTBylollMe Ha MlacTHHKy, coBepilaroulyio KosebaHuA HoMepa n, CO 
TOPOHLI COOCTBEHHEIX KOJIeOaHHit HOMepa k Tp eMHMYHOM CKOPOCTM HOp- 
laJIbHbIX CMeLIeHHi B KOJIeOaHMAX 9TOrO HOMepa. MO)KHO BbIJeJIMTb B Bbipa- 


menuax bp Zin Mo > bayeZan unenbl c HOMepoM k =n, T. ©. 
k=1 k=1 


xs by Zkn aa bn Lin la 2” by. Zin ° (33) 
k=1 
> bak Zen = ban AQ@nn oe x” b(1)K Za)kn . (34) 


k=1 
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EcM pa3Mepbl MWlacTHHKM BeJIMKM 10 CpaBHeHHO C JJIMHOK BOJIHBI B XKAAKOC 
M, eCJIM MpakTHyecKH BOSOyYKMaOTCA JIMIUb COOCTBeHHbIe KOeOaHHA OTHOC 
TeJIbHO BbICOKAX HOMepoB — B3aHMOJelcTBHeM Me)KyY COOCTBeHHbIMU via 
HHAMH MOOKHO mpeHedpeub [9]. 
Torga 

2” by. Zin > 9, 2X’ bay Zan > O- (38 
Tlogcrapaa (35) B (33) uw (34), NomyaHM WIA KOOpPPUUMeHTOB NpHOIM)KeHHbE 
BbIParKeHHA ; 


C _ 
Be eee ee (3€ 

G _a 
bi1)n © (Dn ; ( — 
Zan + Zann 


Tellepb MOKHO HanMCaTb OKOHYATEJIbHbIC BbIPAKeHHA MIA Moe yx (x, 2) 
41 (x,2). Mogcrasnsaa (36), (37) B (15), (16), a 3aTem B (7) u (8), nomhgy 


| 

La t+.2Zan : | 

(19), (20), Hoy 4M : || 
| 


ae) 
: pe OU NN eee ee n ik ae 
1 (x2) 53 a pz, Js dé’ x 
—d : ; 
J woman EFA ae, ag 
paper as ciewcnits 3 at ee 


[i 
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9aCCMATPHBaAA MNOJI€ Ha PaccTOAHHH RS Sd, MO)KHO TWOJIOJKUTh : 


er © iene \ ei, & 

Hg) (KR) ~ | atkR, ( Ale ux r) (41) 
He 
: 
| Ry = x2 + 22, (41a) 
) a k ee in 41b 
| =k-—=k-smv?. 
| elds (41b) 


i 
y— yrOJI MEKTY HOPMaJIblO K TMWIaACTHHKe HM HallpaBJIeHHeM B TOUKY Ha0JIl0- 
2HHA. 


Torga : 
iwe 2 i (kRe— =) 1 @ — 2d 
x (a2) ie |] ems 8 eS : x 
: sells fete iit tae 7 Fale G2 
Ms 
(42) 
% ie (an +k,d) _ sin(an — ky | E (an + a,d) — sin(an — a, d) 
an + k,d an --k,d an + a,d an — a, d |: 
Wehare) ane Z ater S ae, 
Gi > FRE . e ———— 
A akR, ces idn 
2 
wo 2 — of — al d 
x ee x (43) 
SS Bw 
OC1)n + WO sie — + Za)nn — w? 
1) Ey 


sin(an +k,d) _ sin(an — ky d)| = (wn + a,d) sin (an — a, d) 
| an + a,d TN — Ox d |: 


an+k,d an —k,d 


- Vis ppipaoxenuit (42) vu (43) BUXHO, YTO UaCTb BOJIHbI PacceMBaeTCA, a YACTb 
POXOJUT yepes mlacTHHKy. MakcuMaJIbHoe paccesHMe U MpOXxorKeHNe COOTBET- 
TBY€T TAKUM HaMpaBJleHHAM, KOTLa © = @_, WIM © = Oayn lan | =k, d | — 
= | a, d |. 3HauNTebHaA OIA QHEPruu 3BYKOBOM BOJIHbI pacceMBaeTCA B 
ANpaBJeHHM, MPOTMBONOIOKHOM HanpaBleHuio Nalaroule BOHDI. ITO HanpaB- 
€HMe COOTBETCTBYCT YCIOBMIO w = @, WIM © = ayn UW an=kyd = — ad; 
acceAHHe B 9TOM HallpaBJIeHHM MOMyYMIIO HaSBaHve He3epKaJIbHOTO OTParKeHHA 
1, 3]. Takum oGpasom, B oTAMuve OT aOcomMOTHO TBEpAOi HeNOABM)KHOM m1a- 


' 
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CTHHKH, MWlacTHHKa, CMocoOHaA coBepliaTb KoOseOaHHA, Mp HeKOTOPBIXx vr 
MayeHuA 3BYKOBOK BOJIHbI He TOJIbKO PaCceMBaeT B 3€PKaJIbHOM HalipaBJeHy 
HO WM B HallpaBJIeHHH, MpOTHBOMOIOXKHOM HalipaBsleHH}0 Majalouleh BOJHbI 
Tak)Ke IIpOmycKaeT YacTb 3BYKOBOM JHeEprUn. 


6) Aeaenue npocmparcmeenno-uacmomnozo pezoHaHca npu pacces | 
36yKa MONKOU OepanudeHHou naacmuHkoli 


7 


“ | 
PaccmoTpuM mogpobuee Bbipaxkenua (42) u (43). IlycTb Hac muTepery 
paccesHHe B HallpaBJeHHN, MPOTMBOMOJIOXKHOM HallpaBJleHuo NMaawuulen BOE 
T. €. TAK Ha3bIBAeMOE HE3EPKaJIbHOe OTPparKeHve. Torja 


ky = ae 
| Fr (kx) [=| Fr (ax) |, 
rye 


Fa(k) = Gn the) sin@an—ked) 
foie: Sree eh 2 a gd ee e | 


Bem i sin ah am aed) ___sin (an = - ard) 


Tern pe Op dd, ana —a,d ae) > 
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qIMCbIBAeTCA MPHOJIM>KEHHO BbIDAYKEHHAMH : 


; Taye) p22 a i(kKR-—) @ — 2d 
: Xx, 2) RA — |/ ——— Sh ti SEEN 3 eS eee 
X (x, 2) 4 | tkR, : Sas : 1) ; a0) 
2 ean yeh 2 
n — Ms nn @ 
Iwo / ps i (KRo— =p ay 
%, 2) A —— |/ = 4 mat, 
| da \> 5) 4G | akR,y EF,“ 
| kz 
w3 f — o? — | d (47) 
F ki 
a: k2 
We1)n + iw? —|1 — o? — = Za)nn — @2 
1 ky 


emmunHa k,=—k-+sin @ xapaktTepusyeT pacnpeyenenue japileHua B Masaw- 
fei BoNHe BONb MWiacTHHKM Mu, cieqOBaTeNbHO, ycmoBue |xk|=|2k,d| 
PKASbIBAeT, YTO PaciipeseseHve aBeHHA B Maaroulei BouHeE coBMayaeT 
opmoH ogHoro M3 coOcTBeHHBIX KOseOaHMit macTuHKu.** AmmmuTyya 
HA paccesHuA, KaK BHHO 3 BbIpaneHvi (46) u (47) 3aBncuT 
muOKe «OT coOcTBeHHOH YacTOTHI Bo3sOyxKJaemoro KoIeOaHHA macTHHKN 
n WIM @(1)n HM YACTOTHI MafaouseH BOHbI-w. UTak, MO)KHO KOHCTATMpoBaTh, 
70 AMILINTY Ja Nola paccesHMA 3aBMCHT OT pacnpesesIeHHA aBIeHHA B Masaio- 
eM BOJIHE BAOJIb MWIACTHHKH, T. €. OT yrJla MaqeHWA 3BYKOBOM BOJIHbI Ha Ma- 
HMHKY UH OT 4aCcTOTHI MafaiouleH BoNHbI. OTclosa BUAHO, YTO IPH paccesHHM 
yKa OrpaHvyeHHOK WiacTHHKOH HaOsOMaeTCA CIOMKHbIN MpocTpaHcTBeHHO- 
CTOTHbIM pesoHaHc. C OHO CTOPOHbI, UMeeT MeCTO MPOCTPaHCTBeHHbI pe3so- 
HC-KOJIeOaHuA B IJIaCTHHKe MHTCHCHBHO BOSOY)KAaIOTCA BCAKHM pas, Korga 
faclipeyesieHne faBJIeHHA B MajlaroujeH BOIHe BAOJIb MaCTHHKU COBMaaeT C 
OpMoi OfHoro u3 COOCTBeHHbIX KOJeOaHHi MaCTHHKU, C pyro croponbl, 
AONOMaeTCA pe3OHAHC MO yacTOTe, TAK KaK aMIUIMTYAa KOMeOaHMH MWlacTHHKU 
DOTBETCTBYIOUIMX BO3Oy>KTaeMOMY COOCTBeEHHOMY KOJIeOaHHW, a CI1eMOBATeIbHO, 
/aMIVIMTya He3epKaJIbHOrO OTParxKeHHA 3aBMCHT OT TOTO, HACKOJIbKO OTJIM- 
AeTCH COOCTBeHHaA YaCTOTa , BO3OyKMaeMOrO KOsIeOaHHA OT YACTOTHI Majalo- 
‘et BOJIHBI w. MakcvmManbHad aMmmiMTyqa KoneOaHHi MmacTHHKM Noy jen- 
BUeM Majaolleli BONHbI H MAKCMMaJIbHOe paccesHve OyfyT COOTBETCTBOBATb 
Tyyal0, KOrjja UMeeT MecTO JBOHMHOM pesoHaHe, T. €. OMHOBPeMeHHOe COBMAaeHHe 
ACHpeeeHuA JaBeHMA B Mafaroulet BoJIHe C POpMOH OAHOTO U3 coOcTBeHHbIX 
one6anuli WIaCTHHKM WM COBMaseHve uacTOTHI Masaroule BOJIHbI C 4YacTOTON 
roro coOcTBeHHOTO KosIeOaHHA. 

** Tiong dopmMo coOcrBeHHOro KomeOaHuA “TOHMMaeTCA pacnpejenenne aMnutTy A 


OaHuA BON MacTHHKM, OMMCbIBAeMOe OMHOM U3 COOCTBCHHDIX dyHkumi : Hampumep, 


(«) cm. C. Tl. Crpenxos. Beegenue B Teopuio KoneOannit. TMTTII. 1950, crp. 324. 
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BbIPaXKeHHAMH : 


_B camo jleJle, yCIOBHA JBOWHOrO pe3OHaHCa MO)KHO 3allMCaTb Tak : 
| serena lee 0) oO, alg 


MooKHO MoKasaTb, 4TO yroul MaKCHMaJIbHOrO paccesAHMA J 
| 
IlpunvmMas BO BHUMaHHe, 4TO- | 


k- sind = sind, 


= 

3 

I 
leas areagt 
lee 
a |g 
Lac; 
=a 


(1) pC eas) 


d 


a TAKOKE, UTO CKOPOCTb M3PMOHbIX BOJIH B WaCTHHKe OnpesemeTca BLIPAK 
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sHeHHe OrpaHhyeHHon llacTHHKOH, HOPMaJIbHawHt COCTAaBJIAIOWIAA CKOPOCTH 
TUNX 


YOJIb KOTOPOH pacnpeseneHa mo 3akKOHY cTosueli BoE {sin |—— 


| , WOK3aJl, 


(TO CONpOTHBIIEHHe H3ITVueHHA, Meee enuCTBUTeIbHAaA YaCTb HMITTeaHila U3- 
ryueHHn, WMeeT BHI: 
c = 
R, = 2ec|1 —.|— 
Cy 


B colyyae M1aCTHHOK OOJIbLIMX pasMepoB, TIO CpaBHeHMI0 C JIMHOM BOJIHbI 
3 QKHKOCTH, MHHMOM YacTbIO MMUeaHlla W3yYeHHsA MO)KHO TpeHeOpeyb BBY 
*€ MaJIOCTH NO CpaBHeHHW C JeHCTBHTeIbHOM YacTbIO HM B 9ITOM Cylyyae : 


dle 
. 


dal kell Pea 2oc 
Znn © 2ec}| 1 — |— 2——=_ ; By) 
% : | tall cos U, { : 
a ae 
Zesyin~ 200 | 1 — es ec. (56) 
Cy cos 3, 


J\sIA MA@KCHM@JIBHOrO 3HaYeHHA AMUJINTYbI He3ePKaIbHOrO OTparKeHHA 
meem 3 (46) u (47) 


og |f 2 i(er—%) d+ cos dy | 57 
Ko (2) = 4 |e : 20c é By) 

Bee | fas2a Wis 3 aces ah 58 
tao (% #) =| |= : 20c ee) 


_ OuenuM amniutTyqy oTpasKeHua, oOycloBieHHoro KoeOaHHAMM [Ia- 
THHKM JIS YIJIOB OTJIMYHbIX OT KplTMYecKOrO. BOCMOb30BaBIIMCb BbIpa- 
KeHHAMH : (46), (47) u (57), (58) Monyunm: — B Colyyae M3rMOHbIX KoeOaHnit 


Keil ; 2 ee, (59) 
Xo je ene oe) a @ sin i | 
4oc ve 
Coy4ae TlOMe€ PeuHbIx KomeOaHui c)}KAaTHA HMEeM : 
dN : (60) 
Xo1 


Be Fs ind) | 


of + w+ a2ec. bet 


le 
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[IpeacraBiseT MHTepec CpaBHUTb aMILIMTYAy HesepKaJIbHOrO OTParKeHt| 
B MaKCHMyMe C OTPaxKeHHeM OT TWIaCTHHKM MIpM NepmleHMKyJAPHOM TMaeHH) 
sByKa. B cilyaae MepleH{MKYyApHOrO MaeHMA 3ByKa Ha AOCOJIIOTHO >KECTKY)) 
IWIACTHHKy laByleHHe B OTParxKeHHOH BOJIHe PaBHO 


pie 2 2d) (6! 
i 4 |) akR, ec 


V3 sbipaxkeHnit (57), (58) u (61) umeem: 


(6) 


TakuHM o0pa30M, B CJlygae TOHKOM IWIaCTHHKM aMIVIMTya He3epKasIbHO| 


cos? 2 
OTPayKeHNA COCTABJIHeET res aMIJIHTYy [bl OTPpajyKeHHA OT adCcOJKOTHO PKECTK( 


| 


NJIaCTHHKH aHaJIOrMYHbIX Pa3MePOB TPH NepnleHHKYJIAPHOM IlajseHHn. 


B) «TOHKaA CMpyKMypa) He3zepKaAbHO20 ompawceHUuA | 


Bpipankenua (46) u (47), a, culeqOBaTeJIbHO, HM BbIpanKeHHsa (59) u (6 
MpaBHJIbHO OUMCHIBAIOT Moe pacceAHHA JIMUIb [IA TaKMX yrIOB MayeHHA | 
3BYKOBOM BOJIHbI Ha IWIaCTHHKY, JIA KOTOPbIX BbIMOJIHAeTCA ycOBMe Mpoctpat 
CTBeHHOrO pesonaHca, T. e. |an| =|k,d|, rye | 


Ke ks sin ? 


B cilyyae, Kora yCNOBMe NMpoctpaHcTBeHHOrO pe3OHaHca He BBITO. 
HACTCH, T. e. 


| vn | A) ky d| 


M KooppuuMentb F, B BbIpaeHusax (46), (47) crpematca Kk HYJIO Tp OOJIbUN 
n, KoeOaHuA TWIacTHHKM OyAyT BeCbMa MaJIbIMM MM aMIVIMTya He3epKaJIbHO! 
OTPaKeHHA TaK)Ke OKAKETCA He3HAUMTeJIbHON. | 

Takum 00pas0M, B 3aBMCMMOCTM OT yrma MayeHnA SBYKOBOM BOJIHbI 
W1acTHHKy B oONacTM yrula, COOTBeTCTByYOLero MaKcuMymMy He3ePKaJIbHO)) 
OTPAKEHHA, MOU KHbI HaOOLaTbCA MAKCMMYMbI M MMHMMYMBI OTparKeHH 
MpelcTaBrAouMe coOoH TOHKY! CTpyKTypy HesepKaJIbHOrO OTParKeHHA. Bpip 
*KEHMA (59) uM (60) omucpiBaioT orMOaloullyi0 MaKCHMYMOB TOHKOM cTpyKTypi) 
B cBasu ¢ ABIeHMeM MpocTpaHcTBeHHO-yacTroTHOro pesoHaHca 9Ty orndarouly) 
MOOKHO TakOKe PaCCMaTPHBaTb KaK Pe3OHaHCy KPMBYIO. 


i 
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CneqyeT 3aMeTHTb Tak>Ke, 4TO BLIPAKeHHsA (59) u (60) omucpiBaroT dbopmy 
JOUAPHOH XapakTepUCTHKH TWIaCTHHKM B OONACTH yrOB HesepKaJIbHOrO oTpa- 
pxeHHA (1), (2). 

B KauecTBe XapaKTepMCTHKM TOHKOM CTpyKTypbl HesepKasIbHOrO oTpa- 
(X€HA MOOKHO IIPMHATh WMPHHYy YrIOBOrO MHTepBalla MEXKLY JIBYMA coceyqHUMU 
}aKCHMyMaMM TOHKOM cTpykTypbl. MooKHO MOKa3aTb, YTO WMpHHa yrioBoro 
juTepBata AO = O,—O,,.(1) oMpesemeTcA BbIparKeHNeM : 


: P A bank 
sin 3, — sin}, +1 = —sin 9, , (63) 
n 
ne 0, a @ 427 -yIJIbl NageHHnA, COOTBETCTBYFOLHe MaKCHMYMaM TOHKOK CTPYK- 
‘ypl, oOycIOBJICHHBIM coOcTBeHHEIMM KoJle0aHuAMu IiJIaCTHHKH HOMe€pa n HW 
jocequero C HMM HOMepa n + 1 mpvuem HOMep KoMeOaHMA, COOTBeTCTBYIOLIero 
KAKCHMYMY He3ePKaJIbHOTO OTParKeHMA OMpesenneTcA us opMysr : 


ae dw sin O,, (64) 
qc 


r) (auna npocmpancméennoeo ycmanosaenua Konebanuihy naacmunku 


BecbMa Ba>KHbIM B CJIyuae MpOCTpaHCTBeHHO-¥aCcTOTHOTO pesoHaHca 
TBIIHeTCA BONpOC O cTalj[MoHapHOCcTM KoseOaHHh MacTMHKH. B KayecTBe KpH- 
e€pHA ycTaHOBJIeHHA 3eCb HapsAy C BpeMeHeM YCTAHOBJICHHA MO)KHO MPHHATb 
JIMHY TpOcTpaHcTBeHHOrO.: ycTaHOBJIeHHA KoseOaHnit.* 

CmbIcJI 3TOTO MOHATHA 3akJlouaeTCA B CJIeYIOUIeM: eCJIM Ha TOHKYIO 
omyOesrpaHv4uHyl!0 TWiacTHHKy OJ KPHTMYeCKMM YTJIOM MafaeT 3ByKOBaA 
JouIHa, TO aMIJIMTya CMeleHHA MWacTHHKM y KpaA OKasbIBaeTCA HepaBHoi 
MI INUTYe CMeW[eHHA MWIAaCTHHKM Blam OT Kpas. Both MWiacTHHKM ycTaHaB- 
wBaeTca usrMoHaa (HIM MpoOfObHaA) BOJIHA, AMIVIMTYZa KOTOPOH BospacTaeT 
) yaneHvem oT Kpaxt. Mo>KHO MpefcTaBUTb TaKyi0 BOJIHY, Kak CyYMMY BbIHY)K- 
eHHOK HesaTyxatoUlel BOHbI 1 CBOOOAHOM BOJIHbI, 3aTyxXalolle OT Kpaa Nula- 
THHKM M0 9KCMOHEHIWMaIbHOMy 3aKOHY. PaccTOAHHe, Ha KOTOPOM aMILIMTy/a 
BOOOAHOH BOJIHbI YMeHbIllaeTCA B «> pa3, MOKET ObITh NPHHATO B KayecTBe 
JIMHLI TIpocTpaHcTBeHHOrO YyCTaHOBJIeHHA. 

SuaueHHA AJIMHbI MPOCTPaHCTBeEHHOFO YCTaHOBJeHUA OMpeseAeTCA BbIpa- 
CHUSIMH : 
A USTMOHBIX KOseOaHni 


: 1 e ° 
L, =| ifs ) base anes Ca (65) 
Au eR OC 


* QToT KpuTepnit BBexéH NO pesNOKeHHIO I. Tl. Mamioknnua. 


4 Acta Physica VIL 


50 JI. M. JIAMUIEB 
WIA MoMepeybix KoONeOaHHH CoKATUA 

Ae 1 i A 5 E, : Cy 2 (6) 

A, 2oc- 07 - w?-a | 


B ta6nuye I npuBogxATcA 3HayeHHA JJIMHbI npocrpancHteH Hole ycTaHo 
JICHHA JIA pAla WlacTHHOK B Bose Ha YacTOTe 10° repu. 


Taonnya I 
I a ea a ed 


Matepuan TonmmHa yotnlehs a Tc: 
MacTHHKM {| WaCTHHKH NET Sane 
CTaJIb 1,1 MM. 80 cM. 1519 CMs 
cTayib 0,8 MM. 105 cm. 1,5 cM. 
WaTyHb 0,8 MM. 11,5 cm. 1,25 cM. 
WlaTyHb 0,6 MM. 15,5 cM. 1,0 cm. 
asHOMHHHK 0,8 MM. 153}526M: 0,5 cM. 
asOMHHHit 1,1 mm. 11,5 cm. 0,75 cM. 


| 

n) panuyo npumexumocmu meopuu | 
Chopmysmpyem mpeyetbt MpwmMeHHMocTH Teopvv. Bo-Mepseix, TeopH 
cipabeIMBa JIA TOHKMX MWJ1aCTHHOK, pasMepbl KOTOPbIX BeJIMKH NO CpaBHeH 
C JJIMHOK MpOOJbHOM BOJHEI B WIaCTHHKe. STO cileqyeT H3 Halllero mpeznon 
.KeHHA O TOM, YTO B MWJIaCTHHKe MOryT BO30y)KAAaTbCA JIMWb COOCTBeEHHbIC KOJI 
OaHHA BbICOKMX HOMEPOB, Kora B3aMMOeHCTBHEM Me)KTY COOCTBEHHBIMM KOJIE 
OaHHAMH MODKHO MpeHedpeub. 
Bo-BTOpbIxX, TeOpHA cCMpaBeAJIMBa JIA MWacTHHOK, pa3Mepbl KCTOPbe 
MaJibl (WJIM, lO KpaiHel Mepe, paBHbl) 10 cpaBHeHH}0 C IMHO TpocTpaHcTBel 
HOrO YCTaHOBJIeHHA KONeOaHHi B TWiacTHHKe. B caMoM ese, KoNeOaHuA TI 
CTHHKH MbI MpefcTaByIsJIM B Bue CyMMbI eé cCOOCTBeHHbIX KOJIeOaHni, T. 
CTOAYMX BOJIH PasIMYHO MJIMHbI, KPaTHbIX pasMepam TWiacTHHKM. Mery Tei 
€CJIM Pa3MepbI MW1aCTHHKM OKAKYTCA CyWeCTBeHHO OOJIbIe AIMHbI Mpocrpa 
CTBEHHOFO YCTaHOBIIeHHA KOeOaHHi, CTOAUMX BOJIH B IWIACTHHKe CyU[eCTBOBa’ 
He OyfeT, Tak Kak OeryujMe CBOOOAHbIC BOJIHbI, OTPayKeHHble OT KpaeB WlacTHHK 
OyAYT 3aTyxaTb NpM pacnpocTpaHeHHM Ha paccTOAHMM JJIMHI MpocTpaHcTBel) 
HOrO ycTaHoBuleHusA. B oTOM ciyyae MIacTHHKa OyseT BECTH ceOs, C TOUKM 3peH 
HeSePKAIbHOrO OTParKeHHA, Kak WiacTHHKa MoyOesrpanuunan. HesepKasibHe 
oTparKeHue OyfeT OOycnOBNeHO KOJeOaHHAMN JIM TIPOTHBONOJIOKHOTO KOH 
M1aCTHHKM, B TO BpeMA Kak Y MWJIaCTHHKM MaJIbIX pa3MepoB HesepkKasIbHoe 0 
parkenve OOycioBieHo KoneOaHHAmM Bcel eé NoBepxHocTH. Auaery a He3el 


" 
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KAJIbHOTO OTParKeHHA OyeT yMeHbIATbCA M0 cpaBHeHMIO c aMMIMTYyON oTpa- 
PKEHHA MPH MeplMeHTMKyJIAPHOM NaweHMM, ECM pasmepbl TWiacTHHKH GOyqyT 
BEIMYHBAThCH MH BOSpacTaTh QO OMpeqeéHHOrO 3HaYeHHA, eC pasMmepbl 
}WacTHHKM OyAyT yMeHbuUaTbecs, 

B-TpeTbHx, paccMaTplBax Saylauy 0 paccesHUM 3ByKa TWacTHHKO MbI 
furan, uTo Ha M1aCTHHKY WalaeT MOHOXpOMAaTHYeCKaA TWIOCKaH 3ByKOBaA 
bomHa. Mexky TeM Ha MpakTHKe YaCTO MIPHXOAMTCA MMeTb jeO C 3BYKOBLIMM 
MMIyJIbCaMH (MlakeTaMM SBYKOBbIX KoJeOaHHii). BaokHo, MOsTOMy, 3aMeTHTb, 
To Teopua OyfeT cnpaBegquMBa Tora, Kora NpOcTpancTBeHHan [MHA 3ByKO- 
Boro MMNyJibca OyfeT OoMbUIe MIM No Kpaliweli Mepe paBHa AIMHeE MpocTpan- 
Ee TBEHHO"O YCTAHOBIJIEHHA KoeOaHhi. B MpOTHBHOM Cllyyae KoeOaHHA MWacTHHKH 
KaKyTcA HeyCTaHOBMBLUMMHCA, M aMIVINTya HesepKaIbHOrO OTparKeHHA OyyzeT 
esHaunTesIbHoH. 

CileqyeT 3aMeTHTb, YTO BCE Pe3YJIbTATHI, MOJIYYeHHbIe BbIWe, TO OTHOIIe- 
iMi0 K MOJO pacceAHHA B HallpaBJIeHHM He3epKaJIbHOrO OTParKeHHA clipapes- 
WIMBLI MH WIA HallpaBeHHA 3epKaJIbHOrO paccesAHHA, a TakKoKe HW TpoulepMero 
Hepes MWlacTHHKy 3ByKa. 

Cyeslaem Tellepb elle OHO 3ameyaHne. ToBops Bbille 0 ABJICHHM Npoctpan- 
STBCHHO-4aCTOTHOTO pe3OHaHCa MbI HeABHO MOJlaraeM, 4TO COOCTBeHHbIe KoJe- 
SaHuA WIaCTHHKH B dKMAKOCTH OpTOroHaJIbHb. SABeHve NpocTpaHcTBeHHOrO 
Hes0HaHca C TOUKM 3peHHA OPTOTOHAJIbHOCTH COOCTBeHHBIX KONeOaHHH mia- 
WHKM COCTOMT B TOM, YTO, Kora pacnpefesenve aBeHHA BAONb MWIacTHHKU 
@opnagaetT c OHO U3 opm coOcTBeHHbIx KOJIeOaHHi, B MacTHHKe BO30y>K- 
aeTcA JIMb cOOcTBeHHOe KOJIeOaHve WaHHO OpMbl, M U3-3a OPTOrOHaJIbHOCTH 
[eHicTBY!OleH CHIbI K ApyrM cOOCTBeHHBIM KOJIeOaHHAM, OCTAaJIbHbIe COOCTBeH- 
wpe KoNeOaHuA B MlacTHHKe He BosdyK{al0TCA. 

B peasbHOM cylyuae MIaCTHHKH, MOMeWeHHO B 2KUQKOCTH, e€ CoOcTBeH- 
Wble KONeOaHHA YaCTHYHO HEOPTOFOHAIbHbI Merny coOol. Bceerga u3-3a HaMynA 
faocrn cylllecTByeT HeKOTOpad CBA3b Me?Ky COOCTBeHHBIMM KosIeOaHHAMU 
acTwHKu. KapTuna mpocTpaHcTBeHHO-4aCTOTHOFO pe30HaHCa YCJIOXKHAeTCA. 
Ec JOOpOTHOCTh MlaCTHHKM, KaK KOJIeOaTeJIbHOM CHCTeMbI, OUeHb Be- 
1MKa, TO HeOONbWIOM HeOpTOraIbHOCTH MexKIy COOcTBeHHbIMM KoOeOaHHAMU 
locTaTouHo, UTOOBI BOSOYKAAIUCh Te KoeOaHUA, COOCTBeEHHbIC YaCTOTbI KOTOPbIX 
IM3KM K uacTOTe JelicTBy1olleH CHJIbI, M XOTA pacnipememenne evicrBywuler 
MILI WpakTuyecKH OPTOrOHabHO K (pOpMaM STHX cOOCTBeHHBIX KOeOaHUH, B 
wlacTuHke OyfyT cyllecTBOBaTb HapsaAy C coOcTBeHHbIM Kone6aHnem, JIA 
KOTOPOrO BBHINOTHAeTCA YCIIOBMe MpOCcTpaHCTBeHHOrO PpesoHaHCa, Koe0aHuA 
Vpyrux HOMEPOB. 
) —_- Beayuae mani MOOpoTHOCTH CHCTeMbI B3AMMOCBASb Merny COOCTBEHHBIMM 
tkoneOanuamu MOoKeT OKASATbCA HefOcTAaTOUHOK, YTOObI MPH BbIMOJIHeHHM ycsO- 
TIpocrpancrBeHHoro pesoHaHca pyre coOcTBeHHEIe KoeOaHHA BO3sby)K- 
Wcb M Tora, gene sea mpakTHyecKii Bosby uUlaeTCA JIMUIb OHO c06- 
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CTBeHHOe KOeOaHHe MWIacTHHKH. ITO BUAHO M U3 IKCICPMMeCHTAaJIbHbIxX eal 
(cm. HuDKe). B cayuae H3rHOHBIX KoNeOaHnit JlOOpOTHOCTb Masia MW HaOsIOMAaIOTC! 
pesKve MHHUMyMbI M MaKCMMyMbI TOHKOM cTpykTypbi (pwc. 12). [bia monepery 
HbIX KONeOaHuH CoKATUA MOOPOTHOCT BeJIMKa, A TOHKOM CTPyKTYPbl HeSepKaJHy 
HOrO OTparxKeHMA He HaOJOMaeTCA, TAK KaK U3sIyyeHHe, OOYCOBMeHHOe cotit 
CTBCHHbIMM KOJIeEOaHHAMH COCeHUMM C pe3OHAHCHbIM «3aMa3bIBaeT) MMHUMYMI) 
TOHKOM CTPYKTYPpbI. 


IKcNepHMeHTabHaA YacTb 


SKCHepMMCHTAIbHOe UCCIeMOBaHve OTParyKeHHA 3ByKa TWlaCTHHKaMH Mpc 
BOJIMWIOCb Ha yCTaHOBKe, OIOK-cxeMa KOTOPOM NoKasaHa Ha pic. 4. YcTaHOBKy 
cocTossia H3 BaHHbI pasmepamn 2 x 0,6 x 0,6 m®, HanoJIHeHHOM AMCTHIVINpOBaHHo} 
BOJON, CHAO KEHHOM 3BYKOMOFIOMAalMM MOKPbITHeM HM KOOPAMHATHIM ycrpor 
cTBOM (1), reHepaTopa yJIbTpasBYKOBbIX MMIyJIbCOB (2), IpHeMHOrO ycHIMTeI 
(3), yIbTpasBykoporo BHOpatopa (4) M MHAMKaTOpHorO ycrpoiicTBa (5). Teng 
parop paOotam Ha uactote 108 repy. JIMTesIbHOCTb MMMyJIbCOB Oba 30 MKceri 
a yacToTa cileqoBaHua MMmyEcoB 50 repu. BudpaTopomM cyly>KusIa KBapleBal 
TWIacTHHKa MOJYBOJHOBOH TOJIMIMHbI y-cpesa fMameTpoM 20 mm. IIpnemubil 
TpaKkT COCTOA M3 pe3OHaHCHOrO YCHIIMTeNA, eTeKTOpa HW BUeOyCHIMTSIS 
Tlouoca MponycKaHusl M YacTOTHOAasOBble XAPAKTeEPMCTHKH Tpakta ObIIM TAKOBbE 
YTO MMMYJIbCbI AJIMTeIbHOCTbIO 30 MKCeK TIPONycKasIMch Oe3 3aMeTHbIX MCKarKG 
Hu. Un_uKaTOpOM CIV KW] MMMYJIBCHBIM OCLMIIOCKON Cc Kyle pasBepTKOH 
AMMIMTya OTPaxKeHHOTO CHrHaJla OTCUMTHIBaIIaCb MO CeTKe Ha 9KpaHe OCH 
JlocKoma. 

KoopAMHaTHHK BaHHbl Ob -cHaOKeH paMoi, B KCTOPOH KpenwJlacb Cc MC) 
- MOI[bIO TOHKMX HUTeH WiacTHHKa. Pama Cc MWlacTHHKOM MOrla BpalllaTbcA OTHC! 
CMTeJIbHO CBOeH OCH. TOUHOCTb OTCUeTa yrsIa MOBOpOTa paMbl Oba NOpADKi 
0,1°. KoopauuaTHoe ycrpoiicTBO BaHHbI aBasiIO BO3MO)KHOCTb TepeMellaTb B ) 
OparTop M WIacTHHKy B Tpéx B3AMMHOMePNeHAMKYIAPHBIX HallpaBleHHAX C TOU 
HOCTbIO 0,1 MM. 

OKCHEPUMEHTAIbHO MCCIELOBAIOCh OTParxKeHHe B HallpaBJIeHHU, MpOTMBC 
NOJIOJKHOM HalipaBseHHO TMajlatujeH BOJIHbI, TAK HaSblIBaeMOe HeSePKaJIbHO 
oTpasKeHne. Jl 9TOrO OLIN MSrOTOBJICHbI JATYHHbIe, AIOMMHMeRbIe CTAJIbHBI 
TIPAMOYFOJIBHbIe MWiaCTHHKM pasmepamMM 1530 MM? pa3IMUHO TOJIIMHBI. 

Cxema u3MepeHnii MOKasaHa-Ha puc. 5. | 

B mpowecce usmepenuit macTuHKa, yKperieHHad B paMe, yCTaHaBsIMBa 
Jlacb Ha paccTosnun 1,5—1,6 m oT BuOpaTopa U 3aTeM Bpallaacb OTHOCHTEJIBB 
cBoeH ocu. [1p KaxKqOM NOBOpoTe NacTHHKM PUKCHPOBaacb aMIIMTYa OT 
*KCHUA OT MWIACTHHKM, NpwyeM aMIJIMTYa OTPpaxKeHHA MOrsia OBIT oljeHena 
TOUHOCTHO 10 10%. To NomyyeHHEIM pesybTaTAM CTPOMJIMcb NONAPHbIe xapak 
Te€PHCTHKM OTParxKeHHA MIaCTHHOK. 


HESEPKAJIbHOE OTPA)KEHHE 3BYKA EOS 


Puc. 4, Baok-cxeMa ycTaHoBKu 


5 


30, 


8 HO. I 


Puc, 5. CxeMa w3MepeHHA HE3€PKaNbHOTO OTPaxKeHHA 3ByKa NNacTHHKOlt 
B — Oaccefiu, B — ynbTpa3BykoBoii BudparTop, 
TI] — TulacTHHKa, 3. 0. — 3epKambHoe OTParKeHHe, 
H.O — He3epkasbHoe oTpaxkenne, 6 — yron nafeHuA 3ByKOBOK BONHDI Ha MacTHHKy 
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Bic. 6. TlonapHast XapakTepvcTuka amioMMHMeBo TWacTHHKM pa3smepamu 15x 30 me 
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Ha lpwpeyenHbix HWoKe PHcCyHKax M3s00parKeHbl NOJAPHEIe xapaktepy) 
CTHKM OTPpaxKeHUA pasJIMUHbIX TlacTHHOK. [10 BePTHKaJIbHOM OCH OTIIOIKEH 
aMIVIMTY 1a OTParKeHHA B emHOeax MO OTHOLUICHHIO K MIPOU3BOJIBHOMY YPOBHE 
0 rOpu30HTaIbHOl OCH — yroJI MaeHMA 3ByKa Ha MIacTHHKy (yroJI MOBOpoOr 
TJ1acTHHKh). 

V3 pvicyHKOB BUAHO, YTO HesepKasIbHoe OTParKeHHe, COOTBETCTBY 1a 
TOMePeuHbIM KOTeOAaHHAM C)KATHA MMeeT MECTO JIA asIKOMMHHeBON nid 
(puc. 6) M crambHom miacTuHKu (pic. 7) B OOmacTH yruoB Nagenna O = | 


rane 


a 
| 


re i col 
ih. a lies zg \_ | 
Hd | 


Puc. 7. TlonapHaaA XapaktepncTuka cTanbHOH macTHHKH pasmepamu 15x30 MM? 
MW TONWMHOK 0,8 MM 


| 
a JIA JIATYHHBIX MacTHHOK (puc. 8, 9, 10, 11) B o6acTH yrnoB O = 23°. Yru 
COOTBETCIBYIOUIMe MAKCMMyMy HaOJHOaemMOro HesepKaIbHOTO OTParKeHHA J 
MoMepeyHbIX KoNeOaHMh CKATHA, TOUHO PaBHbl BbIMMCNeHHbIM TeopeTuueC! 
no dopmysie (2). 

HesepkasIbHoe OTparKeHHve, COycIOReHHOe M3rHOHEIMM KOsIeOaHus 
M1aCTHHKM, MMe€T MeCTO IPM pasIMYHbIX yryiax NayeHuA B 3aBMCMMOCTH 
TOJUMMHbI WM MaTepHasla MacTMHKH. Tak, JIA aIOMMHMeBOH MWIacTHHKM TC! 
IMHOK 0,8 MM OHO HaOsOLaeTCA Mp yrue naqenun O = 43°, wa cranbH 
NACTHHKM TOMMMHOH 0,8 mM mIpH yrue nayenua © = 41°, an0 natyHHom mt 
CTHHKM TOMMHOH 0,8 mM. v 0,6 MM. pu yrne O = 64° vn 68°. Tak Kak CKOpOc 
NPOMOIBbHbIX BOJIH B NaCTHHKe He 3aBMCKT OT TOJIMMHbI WIaCTMHKN, TO Hallpa 
WCHMe HesepKaJIEHOrO CTparKeHMA He MSMEHACTCA C M3MeHeHHeM TOIT 
NacTHHKM. Hacdopor, cKopoctb u3rMOHbIX ECJIH YBeIMYMBAeTCA C yBenwueHt Ml 
TOJIMMHb! WHACTHHKM, YTO NPMBOAMT MPM YBEMYeHHM TOUIMHBI T1ACTHHKM 
MSMCHEHUIO HallpaPeHWA HE3epKaJIbHOrO OTParKeHHA, oOycNOPeHHOTO u3rhi 
HBIMM KOuIeOaHHAMM B CTOPOHY Me€HBbINMX YIJIOB. 


> 


, 
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Cneqyer 3aMeTHTh, YTO YIJIbl He3ePpKAaIbHOrO OTParKeHHA, OOYCIOBICHHOH| 
U3rHOHBIMH KosleOaHHAMM, He COOTBETCTBYWOT yIlaM, BbIYMCICHHBIM TEOPeTHYECKi 
no dopmysiam (1) M (53). DTo OObACHAeTCA TEM, YTO MJIaCTHHKU, C KOTOPbIMM 
NPOBOAMIMCh SKCIePUMeHTH, He ABIAIOTCA LOCTATOUHO TOHKUMMH, HM B ypaBHeHy| 


Adee Rh iv 
Poe one au cana Meena 
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Puc. 9, TlonapHaa xapaKrepuctuka naTyHHol MmmacrHHKH pa3mepamu 15X30 mm? 
M TONWMHOK 0,6 MM 


Ht 
Ree ee 
clatele Stately eA EES 
SRRRDSEr 
Ben 


me 
rams 
|_| 
a‘ _| 
IM AY 


i 


Puc, 10, WlonapHan xapaktepuctuka naTyHnott TMW1acTHHKH pasmepamu 15x30 mm? 
M TONWHMHOK 0,4 m 


ABYOKCHUA TWACTMHKM, ONMCbIBaIOUee MSrvOHbIe KONeOaHHA, JOIDKHDI OBIT 
BKIOYCHbI WIeHbI, YUMTbIBAIOUIMe PacTAKeHHe MWIACTHHKM (TIpH usrnvde), cABHI 
€€ 9JIEMCHTOB M MOBOPOT KayKOFO SEMEHTA MACTHHKM OTHOCHTENbHO CBoeit ocl| 
MnepuMu. Takve NonpaBKu Obi BBe_eHbI NepBoHayabHO Pemeem [11), a sare 
Tumomenko [12—13]. Kak moKa3pipalor PacueTbl, IKCHePUMeHTAJIbHbIe 3Haue! 
HUA KPMTHYeCKUX YrI0B O,, xopollo coBnayarwr c Teo PeTHYeCKUMH, ecsIM yuectTl 
yKa3aHHble HonpaBKu B ypaBHeHuy JBwKeHnA [14]. : 


% 


er cen ry = ~ 


HESEPKAJIBHOE OTPA)KEHHE 3BYKA ST 


B cilyyae 0veHb TOHKHX TWIacTHHOK, Kora TOJIMMHA MIaCTHHKM TakoBa, 
TO JWIMHA M3rHOHOH BONHI B MWIaCTHHKe MeHbIe JUIMHbI 3BYKOBOH BOJIHbI B 
YORE, HeSepKaIbHOe OTParKeHHe, OOYCNOBeHHOe U3rHOHbIMH Koe0aHHAMH, 
fe HaOsoqaeTcA, KaK H ciezyeT u3 Teopun (puc. 10, 11). Hakone, Korga Tou- 
(Ha TWiaCTHHKM CTaHOBUTCA elle MeHbLIe, aMIVIMTya HesepKaJIbHOrO OTpa- 
CHM, COOTBETCTBYIONero MOMepeyHbIM KOMeOAHHAM CKATHA, MagaeT, 4To 
/HAHO, HallpHMep, H3 CpaBHeHHA He3ePKAaJIbHOO OTParKeHHA JIA JaTyYHHbIX 
}aCTHHOK pasJIMYHOH ToNMMHbI (puc. 8, 9, 10, 11). Kak caenyer us rpapHKoB 


4(95) 
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Puc, 17. MlonapHaa xapakrepucTuka aTyHHOM WiacTHHKM pasmMepamu 15X30 mm? 
MW TOWMHOK O,1 MM 


pvc. 8, 9, 10, 11) ammmmTyya He3sepKaIbHOrO OTParKeHHA, OOYCIIOBIIEHHOTO M0- 
(@peuHbIMM KoOJeOaHHAMM C)KATHA, IPH YMeHbINeHHM TOJIUMHbI WIaCTHHKU B 
} pa3, yMeHbiaeTca Nout Ha 10—12 40. IIpwununbl sToro spdekta oOcyKMaIwTCA 
mwKe. 

TeopeTuyeckn ObIJIO MOKa3aHO, YTO OTHOIIEHHe AMIMVIUTY [bl HeZepKaIbHOrO 
{TpaxkeHUA K aMIVIMTyZe 3epKaJIbHOrO OTParKeHHA Mp HOPMaJIbHOM NayeHuu 
BYKOBOii BOJHbI Ha MOJIHOCTbIO OTParKalOUly!0 MaCTHHKYy OJKHO ObITh paBHbIM 


o 
=. C evIbio TIPOBePpKU STOO BbIBOJa TeEOPeTHYECKHE MU IKCIICPMMENTAJIBHbIC 


HaucHHA aMIVIVTy[bI HeSepKaIbHOTO OTPayKeHUA CpaBHMBAaJIMCb C aMIVIMTyAON 
ayKeHUA IPM HOPMAJIbHOM MaeHHM BOJIHDI Ha MWaCTHHKy. OTM pe3yJIbTaTbl 
ipuBefzeHb! B TaOmMue II. 

Kak BUAHO V3 JaHHbIx Tabb I] TombKO B Clyyae HesepKasJIbHOrO OTpa- 
KeHHA, OOYCOBIeHHOTO M3rHOHBIMM KOJIeOaHHAMM B CTAJIbHbIX 1aCTHHKaX, 
MeeT MECTO YAOBJIETBOPUTeIbHOe COBMAaeHHe IKCMePHMCHTAJIbHBIX M TeOpeTH- 
eCKUX JlaHHbIX. B Apyrux cilyyadxX SKCIepMMeHTaJIbHble aMIVIMTyAbI Hesep- 
aubHOrO oTpankeHusa Ha 4—5 6 MeHbllle TeopeTM¥ecKMX 3HAYeHHH, a B Cilyuae 
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HesepKaJIbHOrO OTParKeHHA, o6ycJIOBJIEHHOTO None peuHbIMA Kose0aHHAMH C)> 


— 


THA, B CTAJIbHbIX TWIaCTHHKaX 9TO pasIMuve COCTAaBIIAeT 13—14 70. 
Tadanuya Il 
Ee 

OTHOMeHHe AMIMIMTY{bI OTHOWMeHHEe AMILINTYAbI 
Marepuan | H€3€PKasIbHOro OTPaKeHHA | HESCPKAIbH. OTParKeHuA 
mactunkn | (MomepeyqHpie: KoeOaHHA (u3srHOHble KOe0aHH A) 
u eé TOMUIM- CKaTHA) KamMmMTyqe =| K aMILIMTy Ae MIpH HOpMasib- 
Ha TIpH HOpM. najenun HOM [ajeHHu 
Teop. 10. oKcr. 40. Teop. 40. | 9Kcn. 20. 
AsvoMMHK 
0,8 MM. —12,5 —18 —15 | —23 
AsromuHnit 
1,1 MM. —12,5 —16 —I15 —22 
Crasib 
0,8 MM. —12,5 —26 +15 —16 
Crab 
1,1 mM. =125 —24 15 | —16 
JlaTyHb | 
0,8 MM. is —17 —19 —23 
JlaTyHb 
0,6 mM. —15 17 —21 —24 


IIpw4vHbl HECOOTBeETCTBUA TeoOpeTH¥YeCKHX HM 9KCMepHMeHTAaJIbHBIX 3Hat 
HMM aMIVIMTY HeSepKaJIbHOTO OTParKeHHA, MMeIOUIMX MeCTO B page cilyyal 
3ak0UaIOTCA B cJle/yroujem. ) 

B TeopeTuyeckoh uactu padoTbl Mbl MpHBOAMIH 3HaveHMA JJIMHbI mn 
CTPaHCTBeHHOFO YCTaHOBJIeHMA JIA PAa MWIaCTHHOK, C KOTOPbIMH mpoBozMai 
ombITbI. Kak BHHO M3 STHX JaHHbIX (Tada I), WIMHa npocTpaHcTBeHH 
yCTaHOBJIeHHA TonepeyHbIx KOeOaHH CKATHA B CTAIbHbIX TWJIaCTHHKAX 
BCeX Cy4anx Oba CyWeCTBEHHO OONbIUe pasMepoB MaCcTHHKH, a JJIMHa ysIbT! 
3BYKOBOrO HMMIlysIbCa Oba 3HAYMTeILHO MeHbIUe JVIMHbI MpocrpaHcTBeHHt 
ycTaHOBNeHHA KoNeOanuit. Tak, HanpMMep, JIA cTaIbHOM MaCTHHEKM TOs 
0,8 MM uM jImHOH 30 MM, jyIMHa mpocrpaHcrBeHHoro yCTaHOBJIeHHA part 
105 cm, B TO BpeMaA KaK JVIMHa MMNysbca WIMTebHOCTHIO 30 MKCeK pa 
45 MM. 3HaUNTeIbHOe pacxODKeHNe SKCHePpMMeHTAIbHEIX uf TeopeTHyecky 
‘SHAYCHHH AaMIVINTY [bl He3ePKAaNbHOrO OTParKeHHA CTANbHbIX IWIaCTHHOK, © 
YCJOBICHHOTO TMOMepeyHbIMH KOJeOAHMAMM C)KATHA, MOXKET HATH CBOe OObé 
HeHMe, TaKMM OOpa3oM, B HeycTaHOBMBIeMcaA XapakTepe KONeOaHuit (B He; 
CTHKEHUM MOJO aMIUIMTyQb KoNeOaHui miacruHKH 3a BpeMA MMIMTYIbG 

B cilyuae JlaTyHHblx Win aJTIOMMHMEBBIX IW1aCTHHOK, JJIMHa MpocTpaHcrTBs 
HOPO YCTaHOBeHMA NOMepewHbIx KOMeOAHMi COKATHA KOTOPBIX JIMIb B 1Ba-il 
pa3a Ooubue NpocTpaHcTBeHHOH AMHBI MMIIyJIbCa, COOTBETCTBEHHO, H pa3sJIM4 


ry 
. 
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Hey TeopeTuuecKHMH MH 9SKCIICPHMeHTAJIbHbIMM SHaYeHMAMM aMIVIMTYyAbI 
)€3€PKAIbHOTO OTParKeHHA, KaK NOKA3bIBAaIOT JaHHble TaOIMUbI I], He TAK BeEIMKO, 
aK JIA CTasIbHbIX TW1acTHH. 

JWia MsrHOHbIx KoseOaHnii AIMHa MpoctrpaHcTBeHHoro yCTaHOBJIeHHA 
VHAUHTeIBHO MeHbIUe, YeEM JIA MOMepeyHbix KoMeOaHui CKATUA. Kak BUHO 
(3 AaHHEIX Tao! | TpedoBanne No KpaiitHel Mepe paBeHcTBa JVIMHbI MMMyyIbca 
}JMHE MpOCTpaHCTBeHHOrO YCTAaHOBJIeHMA JIA WSrHOHBIX KOTIeOaHHit Bcerga 
PBITIOIHAOCh. Haobopot, TpedoBaHue MaslocTu pa3mepoB MacTHHKM M0 cpaB- 
MeHHIO C JVIMHOH MpOcTpaHCcTBeHHOrO YCTaHOBJIeHHA He BbINOTHANOCb. MHA 
HpOcTpaHCTBeHHOTO YCTaHOBJIeHHA TWIaCTHHOK Oba MeHbIle JJIMHbI WiacTHHOK,. 
{JAHAKO, ANA CTaIbHBIX MaCTHHOK JJIMHa MpocTpaHcTBeHHOTO ycTaHOBsIeHHA 
Bce ke OblIa CpaBHHMOH C pa3MepaMH IJIaCTHHKH, 4Y€M MOKHO OObACHHTb 
*0, YTO SKCHePHMeHTAIIbHbIe SHAYEHMA AMIVIMTY. HesepKa™bHOrO oTpaxKeHHA, 
pOycNOBeHHOrO MSrHOHbIMH KOIeOaHHAMM He HAMHOFO MeHbIlle TeopeTH4YeCcKUX 
bHaveHuii (MpakTuyecKM COBMayawT c HMMM). B ciyyae Ke AJIIOMMHMeBBIX UM 
oe TWIaCTHHOK, JIA KOTOPbIX JJIMHa MpOCTpaHCTBeHHOrO ycTaHOBIeHHA 
AHOTO M€HbUIe pa3MepOB TJIaCTHHKH, Kak HM CileqOBasIO OKMMLaTb, TeopeTHuecKoe 
sHaYeHMe AMIVIMTYIbI HeESePKAJIbHOrO OTParKeHHA JaleKo He JocTHraetTca. Kak 
YOKE OTMEUAIIOC BbIlIe, B CO3TaHMM HE3CPKAJIbHOTO OTParKeHHA B 9TOM CJIyuae 
yuacTByeT TOJbKO Kpait UWlacTHHKH, y KOTOporo cBOOOAHaA M3IMOHaA BOJIHA elle 
2OxpaHsAeT OOJIbINYIO aMIVIMTYY. 

B cBA3H C BBIINeM3JI0XKEHHbIM CTAHOBUTCA SACHBIM, NoweMy amiwiutTyya 
{e3ePKaJIbHOrO OTParKeHUA, OOYCIOBEHHOrO NOMepeyHbIMM KOeOAaHHAMM C)Ka- 
MA, YMeHbilaeTCA Tp YMeHbLWeHHM TOJIMMHbI WiacTHHKM (pc. 9, 10, 11). 
C YMeHbINeHHeM TOJIMHbI WacTHHKM YBeJIMYMBaeTCA [JIMA MpOCTpaHCcTBeHHOrO 
CTaHOBJIeHHA UM Mpowecc KoMeOaHvi OKasbiBaeTCA HeyCTaHOBMBLIMMCA.* 

CrlemyeT CieaTb elle OHO 3aMeyaHHe OTHOCHTEIbHO MpPH4UMH HeCOOTBET- 
TBUA TeOpeTHYeCKMX VM IKCIePMMeHTAJIbHBIX SHAYeHMM AaMIVIMTY He3epKaib- 
OO OTparxKeHHA B TWlacCTHHKax C O4eHb OONbINOM WIMHOM MpocTpaHcTBeHHOrO 
yYCTAHOBJICHUA (KaK, HallpuMep, B CTaJIbHbIX WWlaCTHHKaXx). Sylecb MO)KET HaOJIIO- 
ATbCA HECOOTBETCTBMe SKCIEPMMeHTAJIbHbIX HM TeopeTMYeCKUX 3HAYeHHM farKe 
KOTa MpOCTpaHCTBeHHad MpoTAKeHHOCTL MMIyJIbca OoNbWe WIMHbI Mpocrpan- 
TBCHHOFO yCTaHOBJIeHHA. Tak Kak y TaKMX IWIaCTHHOK O4eHb OCTPbIt PesoHaHc, 
Ip He OUCH GOMbIIMX pasMepax IWIaCTHHKM, KpoMe OCHOBHOM (opMbl Kos1e6a- 
HMii, CyllecTBeHHOe SHayeHMe MOTYT MMECTb JIMUIb OHa-ABe COceqHUX (OpMbI 
KoneOaHuh. Tlostomy, HeTOUHOe COOTBeETCTBHe JVJIMHbI WacTHHKM YCIOBHMIO 
MBOHOTO pesOHaHca MIpMBOAUT K TOMY, YTO TIOJIHOM aMIVIMTyAbI HesepKasbHOTO 
OTpaxkeHhA, COOTBETCTBYIOWeH ABOMHOMY pesOHaHCy NOJYYHMTb He yfaeTCA. 


* TIpyrofi BosMoxKHOH TIpHYMHOH yMeHbIWeHNA AMIIMTYAbI HE3CPKAIPHOPO OTParKeHHA. 
¢ YMeCHbIICHHeM TONMMHEI WacTHHKM MOrsiM Ob ObITh MOTepH B MacTHHKe. OAHAaKO, pacueTHl 
mane YTO JIA BbIOPaHHbIX MIaCTHHOK MOTEPH MpakTHYeCKM HE OKA3bIBAIOT BIIMAHMA Ha 
IMIIMTy Ly HeSepKaJIbHOTO OTPadKeHHA. 
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K 9TOMY Ke MODKET TIPHBOAMTb UM HETOUHOCTh M3SPOTOBJIEHHA TWIacTHHKM (Hert 
paJIeJIbHOCTb, HEPpOBHOCTb KpaeB H T. jI.), YTO BbISbIBAeT YACTHYHOe pacceAH 
He3epKaJIbHOrO OTParKeHHA B ApPyrux HalipaBsleHHAX. 

ViccnenyA Bblllle TeopeTMyecKy!0 yIJIOByl0 XapaKTepHCTHKy Hesepkay} 
HOrO OTPa)KeHHA, MbI HaUWIM, YTO OHA JOJDKHA MpefcTaBATh coOok yepesy) 
WMicsA pA] MAaKCHMYMOB M MHHMMYMOB, OOYCJIOBJICHHLIX ABJIEHHeM I1pocTpa 


Alg@) 


Puc, 12, TlonapHaa xapakrepuctTuka JaTyHHOK MacTHHKH pasmepamn 60 X60 mm? 
M TONMMHOH 0,6 mM 


CTBEHHO-YaCTOTHOrO pesoHaHca B rWiacTMHKe. Ha puc. 12 noKasana TLOJIApHas 
XapakTepUCTUKa OTParKeHMA aTYHHOM WiacTHHKM pasmepamn 60x60 mM? 
TomMMHOK 0,6 mm. B quanasone yrioB H€3€PKaJIbHOrO OTParxKeHHA 9TOM mi 
CTHHKH, OOYCIOBJIEHHOrO MSrHOHbIMM KoeOaHHAMU 


, apex MIpOCTpaHcTBeHH( 
YaCTOTHOTO pe3OHaHCa YeTKO BbIparKeH. : 


Be 6buI0 MoKasaHo, To WMpuHa yrIOBOrO MHTepBasla TOHKOI cTpy ) 
TYPbI 3aBMCHT OT HaulpaBlleHuaA MakcumMyma HeSePKaJIbHOTO OTParKeHMA, | 
HoMepa (popMbl KosIeOaHuit NacrMHKu, a TakKOKE, UTO B OOMAacTH OombUIMX ash 


Hui yriop (OQ = 70—90°) c usmeneHnem HOMepa coOcTBeHHOrO KoNebaH 


& 
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apuna yrIOBOro MHTepBalla AOJDKHA BOSpacTaTb pH yBeMyeHHM O u yMeHb- 
datbca Ip yMenbuleHuM O,. YKasannplii xapakrep v3amenenusa IWMPMHbI yrsi0- 
|rO HHTepBalla TOHKOM CTPyYKTYPbl HesepKaIbHOrO OTParKeHUA YCTAHOBIeH UM 
JerlepumentasbHo. M3 prc. 12 BuAHO, UTO IWMpHHa MaKCHMYMOB TOHKOM CTpyK- 
ti Oombiue px O = 70—80° u MeHbule mph O = 40—50°. Ha pucyuKe 9 
®KasaHa MOMAPHAA XapaKTepHCTHKA OTParKeHUA JaTYHHOM MWiacTHHKM TOJI- 
q4Hoi 0,6 mM pasmepamu 15 x 30 MM?, B KOTOpOH TaKoKe HadmIOqaeTCH TOHKAA 
QpykKTypa HesepKasJIbHOrO OTpaxKeHuA. TaK Kak B 9TOM cCJIyyae pasmepbI Ma- 
IMHKH B [Ba pa3a MeHbINe 4YeM B IIpefbIyUleM, TO HOMep COOCTBeHHOFO KOJIe- 
HHUA, COOTBETCTBYIOWNErO YIIy He3ePKaJIbHOrO OTParxKeHHA, ONIKeH ObITb B 
Jia pasa MeHbIUe M WMPHHa Yr1OBOro MHTepBalla AOJ1KHa ObITb B Ba pasa Goble 
/M B culyuae, pescTaBsleHHOM Ha puc. 12. 


TaOauua III 


IlupuHa yruoBoro HHTepBalla TOHKOM CTPyKTypbI He3epKaJIbHOrO OT parKeHHA 
@ 0A NaTyHHOii NacTHHKM (IMHO 2d = 60 MM, Ha yacToTe f = 0,97 - 10° repy B Boye 


Homep co6- | | | 
cTReHHOTO re ea0 | Se ueaT te soneasa) G4 | 3301-32°1 a1") 30.489 
KoeOaHua | | ; | 
I 
e | 79 | 73 08,7 65,2 618 588 | 56,3 93,7 313 49 | AT 
oTeopetuyeckne | | 
eter | 46° | 6 | 43 | Che ME | 3 125 | 26 | 2,4 | 2,3 | 2 
e | 78 | 73 (689 65 | 62 595, 57 | 54 | 52 | 49,5 | 47,5 
_ OKcrep. 
aos nacht AG 5 41 39 | 3 | 25 25 | 3 | 2 28 2 


Ta6Onnua IV 


IJupuua yroporo uHTepBasla TOHKOM CTpyKTYPbI He3epKaIbHOrO OTpParKeHHA 
(IA WaTyHHOM MmacTuHKu AMHO 2d = 30 MM, Ha YacToTe f= 0,97 - 10° repy, B Bose 


EEUU EE EEE EES SEIS ESSE Sa 


Homep co6- 
CTBeHHOrO n 20 19 18 17 16 
Kome0aHuA 
@° 74 66 | 59,8 | 54,7 | 50,2 
Teoperuy. 
De ere AO8 8 | 6,2 | 5,1 | 45 
@° 74,5 | 66 | 60,5 | oleh | 48 
OKcnep. fran d 
pe3yJIbTaTHI 


A@° 8,5 | 5,5 | 5,5 | vis 
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Kak BHO M3 pc. 9 WMpHHa yrJIOBOrO MHTepBaJla 3eCb BME€CTO 3° 4 
JleHicTBUTeIbHO OKasasacb paBHoit 6°—8°. 
B ra6smuax III, IV, KoTopbie MpMBOAATCA BbIMe, CpPaBHUBAalOTCA IKcHepif 
MeHTAJIbHbIe 3HAYCHHA WAPHHbI yrOBOrO MHTepBasla TOHKOM CTpyKTYPpbI (pr| 
12 u 9) c TeopeTHueCKHMM 3HaYeHHsIMH. 1 


18-19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 ge 


oleae 
CEN 


MW) 
AAACN 

SAA ela ANN 

SECEELELLES 


Puc, 13. CemeiicrBo «pe30HaHCHbIX KPUBbIX) WIA NONepeyHbIX KONeOAHH OKATHA B Ta 
HbIX MW1aCTHHKAX PasMYHOH TOMIMHDbI 
rt 2a = 2,4 MM; 2. 2a = 2 MM; 3. Me Fe 
A, 2a = 1 uM; 5. 2a = 0,8 mm 6 2a = 0,6 wm. 
Kpy>KouKaMH MOKa3aHbl SKCHePHMeHTaJIbHbIe SHAYCHUA AMMMIMTYy [tbl HesepKasbHG 
OTPaxKeHuA, OOYCNOBIEHHOrO NonepeyHbIMH KONeOAHHAMH CKATHA JlaTyHHOH m7acTHH 
TONWMMHOK 0,6 MM, 


’ Us pesypratos, MpHBeeHHBIX B TaOmuuax III u TV, BugHo, uro mmpHl 


Kak 9T0 M cieqyeT M3 BbIparKeHus (26), a TakxKe HadmO,aeTCA yOBNeTBOP! 
TENbHOe COBNANCHUe TeOPeTMYeCKMX HM IKCMePUMeHTAaNbHBIMM SHAYeHMA WIMpM LH 
YINOBOro MHTepBala TOHKOM CTPyKTYypbl M HanpaBsleHut MakcuMyMOB TOHK 
CTPYKTYpbl. 
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Bo3ppaTuMca BHOBb K OJHOMY 3aMeuaHHto OOMero XapakTepa. oBopsi BbILLe 0 
SJI€HHM MpOCTpaHCTBeHHO-YaCTOTHOTO pesOHaHCa MbI HeABHO MosarasiM, 4TO 
POCTBeEHHEIE KONeOaHNA MWiacCTHHKH B >KHAKOCTH OpToroHanbubl. SBienne 
POCTPaHCTBeEHHOFO pe3OHAaHCa C TOUKM 3peHHA OPTOFOHAIbHOCTH COOCTBeHHBIX 
fleOaHHii MacTHHKH COCTOHT B TOM, TO, KOra pacuipeyenenue japnenns 
{0JIb M1aCTHHKM COBNaaeT C OHO M3 POpM coOcTBeHHbIX KONeOaHui, B Wia- 
WMHKEe BOSOyKMaeTCA IMI COOcTBeHHOe KONeOaHMe aHHOH opMbI u u3-3a 
(TOPOHAbBHOCTH AelcTBy1oleH CHIBI K Apyrum coOcTBeHHbIM KoeOaHHAM, 
UTaJIbHbIe COOCTBeHHbIe KOTeOaHHA B WiacruHKe He BO3O0y)KaloTCA. 

. B peasIbHOM CJlyyae MWIaCTHHKV, MOMeUeHHOM B >KHAKOCTb, e€ COOCTBeH- 
sie KoeOaHuA YaCTHYHO HeOpTOFOHAIbHbI MexKTy codoli. Bcerga u3-3a HaMuna 
QUAKOCTH CYLIeCTByeT HEKOTOPad CBA3b M@XKTY COOCTBeEHHBIMM KOeOaHHvAMH 
laCTHHKH. KapTuHa MpOcTpaHcTBeHHO-Y¥aCcTOTHOTO peSOHaHca YCIOKHAeTCH. 

Ecau QOOpoTHOCTh MTIaCTHHKH, Kak KOJIeOaTebHOH CHCTeMbI, OUCHb 
JIMKa, TO HeOOJIbUIOM HeOPTOrasIbHOCTH Me>KAy COOCTBeHHbIMH KoeOaHvAMU 
ICTATOUHO, UTOObI COOCTBeHHbIe KONeOaHHA BOSOYIKMAINCh, CCIM UaCTOTbI STHX 
OCTBeHHBIX KOJIeOaHHi O1M3KM K yacTOTe JeCTByOlei CHJIbI, XOTA pactipe- 
eleHHe JeMcTByoue CHIIbI MpakTMYeCKH OPTOTOHAaJIbHO K dopMaM 9TUX cob- 
fBEHHBIX KOJIeOaHH. B twiacTHHKe OyfyT cyuecTBOBaTb, HapAy c coOcTBeH- 
bIM KoJIeOaHveM, [JIA KOTOPOrO BBIMOJIHAeTCA YCOBHe IpocrpaHcTBeHHOro 
230HaHCa, KOJIeOaHHA JPyrHux HOMepOB. 

B cilyyae Malo OOPOTHOCTH CHCTeMbI B3AMMOCBASb Me)KLY COOCTBeEHHBIMH 
eOAHAAMM MOdKET OKASATLCA HeMOCTATOUHOM, 4YTOOBI NPM BbINOIIHeEHHU yCJIO- 
iA IIPOCTPaHCTBeHHOrO pe30HaHca Apyrve CoOCTBeHHbIe KoOseOaHHA BO30y)K- 
VIMCb, W Tora eHCTBUTeIbHO BOSOy2KMaeTCA JIMIUIb OFHO COOCTBeHHOe Kose- 
1HWe TWaCTHHKM. ITO BUIHO VM U3 SKCMePMMeHTAJIbHbIX WaHHbIx. B cilyuae 
TMOHBIX KoTeOaHHi JOOPOTHOCTb Masia WM HaGsOAaOTCA peskKHe MHHUMYMBI Ui 
KCMMYMBbI TOHKOM cTpyKTypbl. Jia MonepeyHbix KoeOanMi coKaTHA WOOpoOT- 
ICTh BeIMKA, TOHKOM CTpyKTypbl HesepKaJIbHOTO OTparKeHUA He HadsIOMaeTCA, 
K Kak v3uyyeHnve, OOycOBNeHHOe COOCTBeEHHBIMM KOJeOaHMAMM OJIM3KUMM K 
230HAHCHOMY, HaOJofaeTcA B OONaCTH MMHUMYMOB TOHKOM CTpyKTYPpbl. 

TIpegcrapsiaer mHTepec COMOCTaBUTb TeopeTugecKy! ornOatolllyio Hesep- 
JIbHOTO OTParxKeHUA C IKCHeCPHMeHTAJIbHOM 3aBMCHMOCTbWO aMIVIMTYbI HeSep- 
AJIbHOFO OTParKeHHA OT ya NaseHA 3ByKOBOH BOJIHBI Ha MIaCTHHKy B oomacTu 
puTwueckux yruios. Ha pucyHke 13 MpMBogMTCA ceMeHCTBO «pe3OHaHCHBbIXx 
PMBbIX» JIA MOMepeyHbIX KoMeOaHHA CKATMA B ATYHHBIX TWACTMHKAaX passuy- 
of TONUMHEI. Kpupple paccuntaHbl mo Popmyzie (60) Kpy>KouKkaMM MOKa3aHbl 
(CIIEPUMeHTAJIbHbIe SHAYEHMA AMIVIMTYAbI HesepKasIbHOrO oTparkeHHA, ooy- 
IOBNeHHOTO MOMepeyHbIMH KOIeOaHHAMM C)KATHA JIA WaTYHHOU IWiaCTHHKM 
MnO 0,6 mM, pasmepamu 60 x60 Mm?. | 

Kak BHJHO M3 MpeyCTaBIeHHBIX pe3yIbTATOB HadsIOLaeTCA YOBIeTBOpU- 
IbHOe COBNAaLeHve TeopeTMyeCKOl M 9KCHepHMeHTabHO ornOaioulelt Hesep- 
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KaJIbHOrO OTpanKeHuA. B cilyyae HesepKasIbHOTO OTParKeHHA, OOYCJIOBJICHHO | 
M3rMOHbIMM KOJIeOaHUAMH TlacCTHHEN, YMOBJIETBOPUTeIIbHOrO COBMaeHHA MejK)} 
TeopeTHuecKOH M 9KCIe€PHMeHTaJIbHbIMH 3HadeHHAMM oruOarwmen HesepKasi 
HOrO OTPaxKeHHA MOKET WM He HaOJIOMAaTbCA. STO OObACHAeTCH TeM, 4TO Ti 
CTHHKH, C KOTOPbIMM MpOBOMJIMCh IKCMEPHMeHTHI, HE ABJIAIOTCA TOHKMMH, U, Ke 
yoke OTMeUaTIOCb, B ypaBHeHe JBUXKCHMA JIA M3rMOHbIX KOJeOaHui Taki) 
TWIaCTHHOK HeOOXOMMO BBECTH JONOJIHUTeJIbHbIe YWICHbI, YYMTbIBAIOWIMe pact 
yKeHHe TJIaCTHHKM, CBMr WM BpallleHHe e€ SJIEMCHTOB OTHOCHTEJIBHO CBOE} 
IeHTpa MHepiMH. 

3akaH4NBad H3J10KeHHe IKCIEPUMCHTAJIbHBIX Pe3yJIbTATOB M UX OOCY> 
JIeHHe, OTMETMM, YTO Ha OCHOBaHHM MpOBeeHHOrO CpaBHeHHA JaHHbIX IKCIIep 
MeHTaJIbHOrO MccueqOBaHHA M3BeCTHOTO MH OOHAPpy>KeHHOrO HaMM HOBOFO Bui 
HeS€pKaJIbHOrO OTPaxKeHHA 3BYKa TOHKMMM TWlaCTHHKaMM C pa3BHTOH BBIll 
Teopvel, MO)KHO, KaK HaM Iipef{cTaBJIAeTCA, KOHCTATMpOBaTb, YTO 9TA TeopH 
YAOBJICTBOPUTEJIbHO ONMCbIBAeCT He TOJIBKO KaueCTBeHHYy!0 CTOPOHY, HO HM OCHO) 
HbIl€ KOJIMYCCTBEHHbIe COOTHOIMCHHUA ABJIGHHM HeSePKaJIbHOrO OTParxKeHHA 3BYH 
TOHKMMM OrpaHH4eHHbIMM WiacTHHKaMi. | 


Sak 7roueHHe 
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i NON-SPECULAR REFLECTION OF SOUND FROM THIN, BOUNDED PLATES 
x SUBMERGED IN A LIQUID 
: 


By 
L. M. LiamMsHEV 


The present paper describes the theory and the results of the experimental investigation 
the non-specular reflection of sound, including a new type of non-specular reflection due to 
transverse vibrations caused by the pressure exerted on the plates. It is shown that in the 
$ a spatial frequency resonance phenomenon takes place, giving rise to the fine structure 
on-specular reflection. The experimental investigations carried out at 1 megacycle by means 
'a laboratory equipment providing the necessary accuracy of the measurement show that the 
=f describes the phenomenon in good agreement with experiment. 
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RELATIVSITIC EFFECTS IN THE THEORY 
OF THE a-PARTICLE 
By 


M. A. Zreauer and G. Szamost 


CENTRAL RESEARCH INSTITUTE FOR PHYSICS, BUDAPEST 


(Presented by L. Janossy. — Received 6. IX. 1955) 


The present article deals with the determination of the binding energy of the a-particle 
y means of a variational method. The one-particle eigenfunctions involving the variational 
@arameter are of the oscillator type. Areal scalar meson fieldis responsible for the nuclear interac- 
ion. The article takes into consideration the latest results of classical relativistic dynamics 
e. the repulsive and many-body forces. The values of g are found be 7,36e and 31,4e. In the 
itter case the importance of the repulsive and manybody forces considerably increases. 


The present article deals with the determination of the binding energy 
if the a-particle by means of a variational method taking into consideration 
§elativistic effects. The meson field responsible for the nuclear interaction is 
ssumed to be of the simplest type, i. e. to be scalar, neutral and static. Thus 
he field equation is 


[Lb — we = age, (1) 


here @ is a real, scalar field function, ,. the reciprocal Compton wave-length 
f£ the a meson, g the mesonic charge and o the nuclear number density built 
~P of the wave-functions of the individual nucleons in the well known way. 
Assuming a scalar interaction we have adopted a rather rough approxi- 
ation which has already been used many times. However, the results obtained 
ecently by several authors by means of classical relativistic mechanics account 
r the re-performance of the above calculations [1]. Parts of these results are 
ralid for almost any sort of nuclear force field: for simplicity we will deal 
ith a scalar field. 
It can be shown that the relativistic potential energy in a scalar field is [1 | 


2 2 
b+— g++ = —_, (2) 


2 
2m € 


ere mz, is the rest mass of nucleons. 
Thus the classical potential acting on a single nucleon moving in a system 


f n point-like nucleons is 


; : 


‘a idee 
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n e —p|t—r;| 6 2#It—TI1 
Wey = s PR Ae Meek See 
(r) ol Pest, 2m, Cc? tants 


—4|T—T;| e Hitt]! « 


bose 
— = - . 
Daintree rr ee 


As one can immediately state from this formula the relativistic treatmer 
of the motion in a meson field leads — without any special assumption — 
three-body forces. This is simply a consequence of the non-linearity of th 
potential given in equ; (2). In the following we intend to investigate to whe 
extent the theory of the a-particle, which was previously worked out on thi 
basis of scalar meson field hypotheses, will be influenced by the new two- a 
threebody repulsive interactions occurring in equ. (3). It should be noted th 
we assume the proton and neutron mass to be equal; at the same time Ww 
do not take into consideration the so-called effective mass, using iuus a furth 


approximation in our calculations. 


Let us start from equ. (3), by means of which it is easy to form the bindi 
energy 


E= Af se HW dt 


for any given number of nuclei. In the Hartree-Fock approximation the eige 
function of the whole system has the form of 


Py (4). Py (Ki). ns Pa (Xn) 
Po (%1) «-. Po (%i). « . Pa (Xn) 


Yn (%) .-- Yn (x;) » si Oy (Xn) 


a 


where x; represents the space, spin and isotopic spin coordinates of the i-t 
particle. As is well known in the ground state of the a-particle the eigenfunctio1 
of the four particles are symmetrical in their space coordinates, i. e. all 
exchange terms in the expression for the energy vanish. 

Thus we get for E: 2 


ee Vy Kat Vs, ; ‘ 
| 
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here 
oi 2 2 
—— — Pay p* (r,) Ap (r,) dt, , 
l- ‘ 
. N e—tia—rel 
JJ ipeneieca? sets dt, dry, 
fi irs 
® (6) 
Ty—T2| 
#{ fieeorlecas — = — ea 
2 


2) J Jive |? (ra) Pie (r,) PE ae, ded: 


| Ae or re ta4 


ats) represents the common space part of the wave-function of nucleons. 
Let us consider g(r) in the form of an oscillator eigenfunction 


Gees emer (1). 
ere a is the variational parameter. The e: expression ie B obtained from the 
Zap? \3/4: 
fnalisation of the ane: is B= ieee \ sp 


‘Introducing this form of oe the equations (6), we get 
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is the well known error-function and 
== 8 oa : Ber 

fz fete _le( 5? “or, call 

fn e DE (x,a)] dx; f.(a) =" | ¢ [£2 (x,a)] dal 

0 | 


0 


Here 


33 a Ey. a 
xeo-[ee[Es seo /E-1E 


We have to find the a-value which makes the E function a minimun 
i. e. we have to do with a variational problem. Owing to the complicated form 
of E we have solved the problem by numerical integration. (In our calculation 
we have chosen the mass of the 7 meson m, = 276 m,, where m, is the mas 
of the electron.) | 


Il | 

Let us now consider the results of the calculation. For the sake of cong 
parison we first carried out the calculations neglecting the relativistic effec 
(i. e. c—> co). The minimum of the binding energy (equ. 5) is then obtaine} 
in accordance with the empirical value, if a =1,2 and g = 7,06 e (here e - 
the electron charge). Adding the approximate value of the Coulomb energy 
hitherto neglected in our calculation to the binding energy, we get for thi 
empirical value E.m, = — 32,2 MeV. 

In the relativistic case equ. (5) has a minimum for two values of a. Th 
means, of course, that there are two different values of g yielding the real bindim 
energy. These values are the following 


E-= — 32,2 MeV if a =1,1 and g = 1,36 @,; 
E = — 32,5 MeV if a =0,3 and g —31,4 e. 


The results obtained have a very clear physical meaning. 

For the small value of g the role of the repulsion and the positive three 
body forces in the expression for the binding energy is in fact negligible, i. « 
the values of a and g differ very slightly from those obtained by the non-rel: 
tivistic method. ¥ 

On the other hand if g is large, the importance of the repulsion and th 
three-body forces highly increases. In this case the range of the space part ¢ 
the wave-functions is about 3,6-times as great as the one obtained with thi 
small value of g. 


The role of the single terms of expression (5) can be more easily surveye! 
with the aid of the following Table : 
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a= 1) g= 71,366 a=0,3 g=31,4e 
T= 137,75 MeV | T= 37,56 MeV 
| V,=— 184,48 MeV | V,=— 998,74 MeV 
: es 9,49 MeV | V,= 534,32 MeV 
| 
. V;= 5,04 MeV | Vz= 394,59 MeV 


As one can see from the Table the ratio of the attractive and repulsive parts 
if the potential energy is in the first case 0,079 and in the second 0,930. This 
facrease of the repulsive interaction seems to be very important in tbe inter- 
retation of the energy saturation of heavy nuclei [2]. 

We are indebted to KLARA SEBESTYEN for carrying out the numerical 
Jalculations. 
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DAS EMISSIONSSPEKTRUM DES BiO-MOLEKULS 


Von 


O. ScarRI 


HPEKTROSKOPISCHE ABTEILUNG DES ZENTRALFORSCHUNGSINSTITUTS FUR PHYSIK DER UNGARISCHEN 
AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN, BUDAPEST 


(Vorgelegt von I. Kovacs. — Eingegangen: 27. IX. 1955) 


Im Emissionsspektrum des BiO-Molekiils wurden im nahen infraroten Spektralbereich 
bisher noch nicht beobachtete Banden photographiert. Es wurde eine neue Vibra- 
Hionsanalyse durchgefiihrt, laut der die Wellenzahl der Bandenképfe durch die Formel 


b= 15 192,91 + {510,37 (7 +5) —292(0 + 3)'| - 690,65 (o” + — 3,85 eee ; 
2 : 2 ; 2) f : 2 : 2 


stgeliefert wird. 


Einleitung 


Die Spektralanalyse der Oxyde der in die Gruppe Vb des periodischen 
‘Systems gehérenden Elemente kann noch keineswegs als befriedigend bezeichnet: 
werden. Mit dem NO-Molekiil befassen sich auch in neuester Zeit zahlreiche 
beiten, wahrend iiber die homologen Molekiile PO, AsO, SbO und BiO kaum 
$Veréffentlichungen erschienen. Besonders die liickenhafte Kenntnis der letzteren 
drei Molekiile lasst es als notwendig erscheinen, ihre Analyse zu erganzen. 
Im Rahmen dieser Aufgabe soll zuerst das BiO-Molekiil eingehender unter- 
sucht werden, wobei das weitere Ziel der vorliegenden Abhandlung darin besteht, 
die bisherige Vibrationsanalyse des Emissionsbandensystems des BiO-Molekiils 
zu iiberprifen und so den Weg zur Rotationsanalyse vorzubereiten. 

Uber das dem BiO-Molekiil zugeschriebene Spektrum veréffentlichten 
MECKE und GuItLERY [1] als erste Messergebnisse. GHOSH [2] regte die 
BiO-Banden in einem mit Wismutchlorid gespeisten elektrischen Bogen an 
und teilte sie in vier Systeme, die er alle dem BiO-Molekiil zuschrieb. MoRGAN 
[3] wies nach, dass GHOSH irrtiimlicherweise auch BiCl-Banden als BiO-Banden 
aufgefasst hat. Ray [4] untersuchte das Spektrum des BiCl und stellte dabei 
auf Grund seiner Messungen fest, dass die von GHOSH analysierten Banden 
in ihrer tiberwiegenden Mehrzahl vom BiCl-Molekiil emittiert werden. An den 
verbleibenden Banden fiihrte SzEN Gupta [5] eine Vibrationsanalyse aus. Auf 
Grund der Versuchsverhaltnisse sowie der Grésse der Vibrationskonstanten 
darf angenommen werden, dass die von SEN GuPTA analysierten Banden 
tatsicblich vom BiO-Molekil emittiert werden. 
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Das zahlenmissige Ergebnis der experimentellen Emissionsuntersuchunge} 
von Sen Guerra wird durch seine Bandenkopfformel wie folgt geliefert : 


1 
y = 15194,5 + 1500.0 [e + | — 3,10 


, det Go " I a 
v Lea }70241e 4 z 


— 5,20 [or + a | 


S 
S 
S 
S 
~ 
la} 
9 
+) 


Abb. 1. Das Termschema des BiO nach BRIDGE und HOWELL. Die mit einem Stern bezeichne# 
ten Angaben sind die Messergebnisse von SEN Gupta. Auf die Existenz des C-Terms weisex 
einige Banden hin, die sich nicht in die iibrigen Systeme einreihen lassen. 


Der Grundzustand der NO-, PO-, AsO- und SbO-Molekiile ist der 2/7-Term 
Obwohl beim AsO und SbO der *//-Charakter des Grundzustandes noch nich 
durch die Rotationsanalyse bestatigt wurde, zieht SEN Gupta auch dies« 
Molekiile zu der Folgerung heran, dass der Grundterm des BiO-Molekiils eben- 
falls 2/7 ist. Aus der Extrapolation der bei denNO-, PO-, AsO- und SbO-Molekiilen 
beobachteten Dublettaufspaltungen und aus den bei einigen anderen schwere i! 
Molekilen festgestellten Dublettaufspaltungen schatzt er die Aufspaltung des 
Grundterms des BiO-Molekils auf 4000—4500 cm-l. Aus dem einkantigen 
Aussehen der Emissionsbanden sowie aus dem 2//-Charakter des Grundzustandes 
gelangt SEN Gupta zu dem Schluss, dass das Bandensystem aus dem Uber‘ 
gang *JJ — 2/7 stammt, wahrend er von den der anderen Komponente dieses 
_ Dublettiiberganges zugeordneten Banden annimmt, dass sie sich im noch nicbt 


% 


erforschten nahen infraroten Spektralgebiet befinden miissen. 5 


are 
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BripGE und Howe tt [6] untersuchten die Lichtabsorption des BiO- 
Molekils und fanden dabei im ultravioletten Spektralbereich zahlreiche Absorp- 
vionsbanden. Sie reihten nun diese Banden in ihrem Matrizendiagramm in zwei 
\Dublettsysteme ein, wahrend diese Banden in ihrem Termschema als vier 
wnabbingige Terme dargestellt sind (Abb. 1). Die Grundlage fiir ihr Term- 
Schema bildet die Annahme von SEN Gupra, dass der Grundzustand ein 
¥JT-System von grosser Aufspaltung ist. Sie identifizieren den unteren Zustand 
Her in der Absorption wahrgenommenen BiO-Banden mit dem 2/7,,,-Grund- 
tmustand des BiO-Molekiils, wahrend sie den unteren Zustand des Emissions- 
Systems als obere *//,,-Komponente des Dubletts ansehen. Sie finden, dass 
Her fir die Dublettaufspaltung des Grundterms von SEN Gupta geschiatzte 
{Wert von 4000—4500 cm~! au gering ist, und schatzen auf Grund neuer Ana- 
glogien die Dublettaufspaltung auf zumindest 8000 cm—1. Wenn man die mit 
A und Y bezeichneten Terme, deren Vibrationskonstanten nicht allzu gut 
miteinander iibereinstimmen, als identisch betrachtet, dann ergibt sich die 
*Dublettaufspaltung des Grundzustandes zu 13500 cm—!. Sie schreiben die 
efriedigende Ubereinstimmung der Vibrationskonstanten des A- und Y-Ni- 
veaus dem Umstand zu, dass diese aus einer ungeniigenden Zabl von Banden 
estimmt wurden. Dagegen sind sie gezwungen, das A- und B-Niveau sowie 
das D- und E-Niveau, deren Vibrationskonstanten paarweise tibereinstimmen, 
als gesonderte Niveaus zu betrachten. = 

Das Ziel der vorliegenden Untersuchungen war festzustellen, ob es im 
jinfraroten Spektralbereich Banden gibt, die mit der Annahme von SEN GUPTA 
iibereinstimmen, ferner zu entscheiden, ob die von BRIDGE und HOWELL 
it A und Y bhezeichneten Niveaus tatsachlich identisch sind. 


Versuchseinrichtung 


Zur Anregung der Emissionsbanden des BiO-Molekiils wurde in die Bohrung 
4von spektralreiner Kohle Wismut gegossen. Die Gegenelektrode bestand eben- 
falls aus Kohle. Als Lichtquelle wurde statt des von SEN Gupta verwendeten 
#Gleichstrombogens ein Hochfrequenzbogen benutzt. Zur Herstellung der Hoch- 
Wfrequenz diente ein Elektronenrdhrenoszillator von 500 W Ausgangsleistung, 
¢der auf eine Frequenz von 3,75 - 10’ Hz abgestimmt war. Das Schaltschema 
ist aus Abb. 2 ersichtlich. Die Anregung mit Hilfe eines Hochfrequenzbogens 
bewiihrte sich besonders im infraroten Spektralbereich. Bei der Anregung mit 
#dem Hochfrequenzbogen konnte der Grundschleier des Spektrums im Ver- 
gleich zur Anregung mit Gleichstrom vernachlassigt werden. Im infraroten 
{Spektralbereich hatte der bei der Anregung mit Gleichstrom auftretende starke 
Schleier die Beobachtung der Banden besonders erschwert, da die kleine Dis- 
ersion des Spektrographen den kontinuierlichen Hintergrund gesteigert hervor- 


0 
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hebt. Der Bogenstrom wurde so eingestellt, dass der Bogen stabil branni\| 
und dass das in der Bohrung der Kohlenelektrode befindliche Bi infolge dill 
sich entwickelnden Warme noch nicht siedete. Um die Elektroden wurde ei 
Sauerstoffstrom von Atmospbarendruck geleitet und so erreicht, dass sich dit 
Intensitat der BiO-Banden im Vergleich zur Anregung an der Luft um et 
das Drei- bis Vierfache erhéhte, wobei zugleich auch die Intensitat der Spektraj 


linien des Bi-Atoms bedeutend abnahm. 
Die Aufnahmen wurden mit einem Spektrographen Typ ISzP 51 mi 
einer Glasoptik gemacht. Die Dispersion des Apparates betragt 


bei 5000 A AT A/mm, 
bei 6000 A 87 A/mm, 
bei 7000 « 149 A/mm, 
bei 8000 A 196 A/mm, 


375 Mc 37,5Mc 


Tungsram 
0aa 
501/3000 


0 +3000 V= 


Abb. 2. Schaltschema des bei der Anregung des BiO verwendeten Radiofrequenzgeneratou 


seine wirksame relative Offnung war 1:5,4. Alle Aufnahmen erfolgten a | 
den eine harte Gradation gebenden Photoemulsionen Agfa-Spektral-Bla 
-Gelb, -Rot, Agfa-Infrarot 700, 750, 800 und 850. Die Belichtungszeit schwankt 
im sichtbaren Spektralbereich zwischen 10 und 100 sec, im infraroten Bereicl) 
zwischen 1 und 15 min. Die Bandenképfe wurden mit einem Komparato 
Marke Zeiss, ausgemessen. Der Messfehler betragt im sichtbaren Spektral 
bereich weniger als 0,5 A, im Infrarot weniger als 3 A. Die Umrechnung ai 


die Wellenzahl wurde mit Hilfe der Kaysrerschen Tabelle durchgefihrt. ~ 


Messergebnisse 


Zwischen 5300 und 8300 A wurden zablreiche nach Rot abschattiert 
einkantige Banden beobachtet, die nach den weiter unten angegebenen Ergeb 
nissen der vom Verfasser durchgefiihrten Vibrationsanalyse simtliche ei 
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Tabelle I 
BiO-Banden im Bereich von 5300—6700 A 


Nach den Messungen Auf Grund eigener 


a a Nach eigenen Rotationsunter- 
| Gur Cormasadeegg nt Shi —beedie 
— 5296,2 | 
| — 5426,9 | 5426.4 
| 5563,9 |  5564,9 5564,8 
| 5638,5 S635— | 
oe 5661,— 
5712,1 5712,1 5712,1 
5786,1 — 
5867,9 |  5869,2 hy) 5860,7. 
S, 5833,2 
5943,5 a 
6022,3 6020,1 
6036,9 6037,7 6038,1 
6116,7 a 
ae 6164,3 
Ss 61,937 
6217,6 6218,6 = S6218'8 
6299,3 6297,8 
6380,— 6378,5 
6411,7 6412,6 6412,5 
6495,8 6495,— 
6583,— — 
6621,5 6621,9 
; 6710,3 6708,— 


An den mit einem waagerechten Strich bezeichneten Stellen stehen keine Messergebnisse 
‘nr Verfiigung. 


ginziges evtcn bilden. Es wurde auch der Spektralbereich zwischen 8300 und 
000 A untersucht, doch konnten dort keine Banden mehr festgestellt werden. 
| Die Tabelle I erméglicht einen Vergleich zwischen den Wellenlangen der 
ion S—EN Gupra und von uns gemessenen Bandenképfe. Die in der letzten 
palte der Tabelle stehenden Wellenlangen wurden aus eben durchgefiihrten 
Lotationsanalysen berechnet. 

E Die Tabelle II gibt fiir samtliche Reahetht ete Banden eine Zusammen- 
ell ung der Vibrationsquantenzahlen, der Wellenlangen der Bandenképfe, der 
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Tabelle II 


Die Emissionsbanden des BiO 


vow" | 2 (A) Veemeee S| , Piareckoonae /aNyree ea Ta 

10—0 5296,2 18876 18875,5 + 0,5 

9—0 5426,9 18422 18423,5 21-5 

8—0 5564,5 17966 17965,7 + 0,3 

o=aT 5635,— 17741 17740,6 + 0,4 

te=7 5661,— 17660 17662,1 eA 

10 5712,1 17502 . 17502,1 rm | 

6—0 5869,2 17033 17032,6 + 0,4 

10—3 5933,2 16850. 16849,8 + 0,2 

8—2 6020,1 16606 16607,5 = 15 

5—0 6037,7 16558 16557,3 +.0,7 

16—8 6164,3 16218 16216,7 18 

p22 6193,7 16141 16143,9 = 29 

4—0 6218,6 16076 16076,1 04 

51 6297,8 15874 -15874,3 os 

6—2 | 63785 15673 15674,4 aay ee 

3—0 6412,6 15590 15589,1 + 0,9 —. 

4—1 | 6495 | 15392 15393,1 11 a 

2-0 6621,— | -. 18097. 15096,3 | +0,7 

31) eins = 14904 149064; 4) ~__ 2,17. a 

1-4 | 6747,3 14817 «| 14816,5 + 05-0 

10“). 6a48.9 1 - \yaser 14597929] - 0,9 >> ae 
5-3 | 6879,— | 14533, f- 14531S | +18. 9 | 

a kT fh 759865, | dats. | 14413,8.0/ 0,38 
88 | tase | aaaze | azo | 29 
Sale | 7093,5 * 3 
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Tabelle III 
Matrizendiagramm des Emissionsbandensystems des BiO 
a | 
lv’ 0 | 1 2 3 4 5 7 8 
to 14094 680 | 13414 | 12070 
| 503 | 502 505 
| 1 14597 681 | 13916 675 | 13241 666 12575 
500 497 497 | 
122 15097 684 | 14413 675 | 13738 
! 493 491 490 
15590 686 | 14904 676 | 14228 12903 
486 © 488 
16076 684 | 15392 14050 
482 482 483 
| | = 
16558 684 | 15874 14533 12744 
475 
17033 15673 
469 468 
17502 16141 14817 
464 465 
17966 16606 13988 
456 
18422 681 | 17741 
454 
18876 16850 
16218 


1\2 
— 3,85 |v” + —| }. 
— 3,8 + 5} 


+ ; Fe wes 
vy = 14182,91 + 510.32 [e+ = — 2,92 [e+ aH | _ 600,65 F + 


17680 
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Die Tabelle III enthalt das Matrizendiagramm des Emissionsbandey 


t 


systems von BiO. Die Entfernung der Vibrationsniveaus des untereu Zustand}) 


stimmt auffallend gut mit den Angaben der Absorptionsmessungen von BRIDG 
und HOWELL [6] iberein. | 
y’ 
18 
411,17 } 
2589,2 ' aa 
4520 H : 
457.8 ai 
463.6 i if 
469.5 ‘ 6 
4753 i SA eer 
4612 } QU Eb RZ: 
4870 Ect Ties | 
4928 till RUTLESSERILIRS 
emma TOAIAIOAPRYOUNOOIOVORSHOUOTU0mmN 
6] 
25.0068 HH EE 
y TTT ; 
's| 629,1cem71 HEHE : 
o| 6367 + TTT 6 
S| 645 TUTTI 5 
Sl 6521 HHH EHTEL 4 
“| e599 FIT 3 
6675 HTH eee 2 
6753 4 TITTY 1 
xer6829 4+ LUTTE 0 


Abb. 3. Termschema des Emissionsbandensystems des BiO 


Die Abb. 3 zeigt das Termschema des Emissionsbandensystems. Es * 
beachtenswert, dass man im unteren Zustand auf dem Niveau 


Sate ee. Se 
| 
PAN 


om os 
v =5, 6, 7 und 8 je 1 Bande findet. 


Diese regelmissige Abnahme der Zahl der Vibrationsniveaus mit 
Erhéhung der Vibrationsquantenzahl weist darauf hin, dass der untere Zustai, 
des Bandensystems zugleich auch der Grundzustand des BiO-Molekiils ist. 


In Abb. 4 sind die positiven Vergrésserungen der von den Banden aufg 
nommenen Spektrogramme zu sehen. 
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Abb. 4. Die Emissionsbanden des BiO 
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In Abb. 5 wird die mit Hilfe eines Registrierphotometers aufgenomiiel 
Photometerkurve der in einem Teil des sichtbaren Spektralbereiches legeng 
Banden vorgefiihrt. Diese Kurve vermittelt ein besseres Bild tber die Inten 
titsverhdltnisse der Banden als die Reproduktionen der Spektrogramme. 


9-0 8-0 7-0 6-0 5-0 4-0 3-0 


Bt 
Cis 


Abb. 5. Die von den Emissionsbanden des BiO angefertigte Photometerkurve. Die fiir die 
denképfe charakteristischen Intensitatsspriinge sind gut sichtbar. 


Bemerkungen 


Es erscheint méglich, dass das Termschema des BiO-Molekils gem 
der Darstellung in Abb. 6 aufzubauen ist. 

Die Vibrationskonstanten des unteren Zustandes der Absorptions- 1 
der von uns gemessenen Emissionsbanden zeigen eine sebr gute Ubereinstimmu: 
Obgleich die aus den Messergebnissen von SEN Gupra berechneten Vibratio} 
konstanten scheinbar ebenso gut mit den Messungen von BRrip@e und Howi 
ibereinstimmen, geht aus dem unmittelbaren Vergleich der Matrizendiagrami 
hervor, dass die von uns ermittelten Werte eine weit bessere Dean 
aufweisen. In unserem Termschema werden der untere Zustand der Absorpti 
banden und der Emissionsbanden als identisch betrachtet, wobei dieser gem¢ 
same untere Term des Grundzustandes des BiO-Molekiils vielleicht ein 2-Te 
ist. Aus dem einkantigen Aussehen der Emissionsbanden folgt, dass der ob 
Zustand des Bandensystems gleichfalls ein 2X-Term ist. Die beiden Nived 
mit der Vibrationskonstante @, =487 cm—1 (von BRIDGE und How , 
als A- und B-Niveau bezeichnet) kénnen als die zwei Komponenten eiii 
*JT-Terms angesehen werden. Ahnlicherweise ist es auch méglich, dass « 
D- und E-Niveau mit der Vibrationskonstante o, — 770 em~! den zwei Kom 
nenten eines *//-Terms gleich ist. 3 ; 

Ein zweifelloser Vorteil des hier vorgefiihrten Termschemas besteht da 
dass wahrend sich beim Termschema nach BripGk und Howe tu die Fr} 
stellt, warum die eine Komponente des Dubletts nur im Absorptionsspekt 


4 
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id die andere nur im Emissionsspektrum in Erscheinung tritt, diese Frage 
vim modifizierten Termschema uberhaupt nicht gestellt werden kann. Auch 
as Bestreben von BRIDGE und Howetu, das A- und Y-Niveau einander 
seichzusetzen, kann nicht richtig sein, da nach unserer Analyse der Unter- 
#hied zwischen den Vibrationskonstanten des A- und des Y-Niveaus viel 
s-Osser ist, als dass man ihn einfach als einen Messfehler bezeichnen kénnte, 
» dass die A- und Y-Terme nicht gleich sein kénnen. Hieraus folgt 


a Abb. 6. Das modifizierte Termschema des BiO 


ann, dass die Dublettaufspaltung des Grundzustandes von 13 500 cm—! von 
nserer Analyse nicht bestatigt wird. 

Die Annahme, dass der Grundzustand des BiO-Molekils méglicherweise 
om ?-Typ ist, weicht von der Konvention ab. Samtlichen Molekiilen der 
tickstoffgruppe vom XO-Typ wurde namlich bisber ein ?/7-Grundzustand 
igeschrieben. Hierzu ist allerdings zu bemerken, dass diese schematische 
tellungnahme nicht zwangslaufig richtig ist. Die chemischen Eigenschaften 
les Bi-Atoms weichen nimlich wesentlich von denen des Phosphors, Arsens 
ind Antimons ab, so hat z. B. das Wismut keine sdurebildende, sondern eine 
sasenbildende Wirkung. Diese in der chemischen Bindung zum Ausdruck 
mmende abweichende Eigenschaft des Wismuts lasst die Annahme zu, dass 
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auch die Spektralstruktur seines Oxyds vom Spektrum der Oxyde des Phosphow 
Arsens und Antimons abweicht. Man wird ferner darauf hinweisen kénnejj 
dass der Grundzustand des O,-Molekiils dem *//-Typ zugehért, wahrend ul 
dem in die gleiche Kolonne gehérenden Se, bereits ein Grundzustand voil 
13’-Typ wahrscheinlich ist. Neuerdings haben LAGERQUIST und HULDT [' 
hervorgehoben, dass von den Oxyden der Be-Gruppe der Grundzustand dj 
CaO und SrO nicht mit voller Gewissheit als 1’-Term angesehen werden kénne} 


wie dies als Analogie zum BeO, MgO und BaO zu erwarten wire. Es ist al: 
ersichtlich, dass in einer Reibe von homologen Molekilen die Grundterni 
nicht .zwangslaufig gleich sein miissen. 


Die in der vorliegenden Arbeit mitgeteilten Angaben geniigen nicht, ui 
die Frage zu entscheiden, ob das von BribGE und HOWELL angegebene od| 
das hier vorgescblagene Termschema tatsachlich das Termschema des Bi 
Molekiils ist. Diese Entscheidung wird vielleicht erst nach dem Abschluss dd 
in Angriff genommenen Rotationsanalyse der Emissionsbanden mdglich sein [8| 


Molekiilkonstanten 
Fir die Vibrationskonstanten des Grundzustandes des BiO-Molekiils erg 


ben sich auf Grund der Angaben von BRIDGE und Howkt sowie auf Gruni 
eigener Messungen folgende Durchschnittswerte : 


Me = 693,25cm—! und exe = 4,35 cm—!. 


Schitzt man den wahrscheinlichen Fehler von @e aut +10 cm~}, den von @, 
auf +1 cm™}, so gelangt man aus dem Zusammenhar g 


ee 1 w? 
8063.3 4a.x. > | 


vAvI 


D, = 3,69 + 0,90 eV. 


Ks sei an dieser Stelle Prof. I. KovAcs fir sein Interesse am Fortgar 


dieser Arbeit und fiir seine zahlreichen wertvollen Ratschlige der beste Dan 
des Verfassers ausgesprochen. 
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The purpose of the present paper is to attempt the description of the properties of a par- 
écle system consisting of protons and neutrons with the aid of a non-linear Schrodinger equation. 
the non-linearity of the equation is due to the fact that the interaction between the particles 

} allowed to depend on the wave-function of the system. Thus the interaction between more than 

/ wo particles leads to many-body forces by definition. A more remote purpose of this concept 
; to interpret the saturation properties and shell structure of the nucleus. The present paper, 
Owever, is restricted to showing the consequences and results in the treatment of the ground 
tate of the deuteron following from the assumption of a non-linear equation. 


I. Introduction 


Of the basic principles of quantum mechanics the principle of super- 
osition of states is generally mentioned in the first place. A theory which does 
‘hot maintain this principle cannot be called quantum mechanical in the generally 
ecepted sense of the word, it may, however, be related to quantum mechanics 
yo a certain extent. A theory abandoning the principle of superposition of 
Ftates but maintaining the rest of quantum mechanical principles and metbods 
hich remain valid without the principle of superposition, could be suitably 
$eferred to as non-linear quantum mechanics. In the present paper we attempt 
© point out such a possibility in connection with the problem of nuclear 
Yorces within the framework of non-relativistic quantum mechanics. 

For the extension of a theory in a direction leading to non-linearity 
#xamples are found in the theory of wave fields. To put it concretely: for the 
evelopment of nuclear force theories by the help of non-linear equations the 
heory of wave fields provides three possibilities, notably the introduction 
Hf non-linearity into the meson field, into the terms representing the coupling 
etween the meson field and the nucleon field and finally, into the nucleon 
eld itself. The first two possibilities leave the conventional meson theory of 
uclear forces unchanged, whereas non-linearity in the nucleon field leads to 
. meson-independent interaction between the nucleons. However, if we attempt 
‘o generalize the interaction within the framework of quantum mechanics in 
way leading to non-linear quantum mechanical equations we have no other 
ossibility than to include into the interaction the wave-function of the system. 
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It is, of course, doubtful how such a generalization of the interaction cov) 
be justified in quantum mechanics. | 

To decide this problem let us investigate how quantum mechanij 
describes the interaction between the individual constituents of a pj 
ticle system. Quantum mechanics — in accordance with classical mech} 
nics — finds the cause and form of the interaction in the states ajj 
physical properties of the particles. Thus, in calculating the interactil 
the position, velocity, possible charge, spin etc. of the particles are taken ini 
account, i. e. the factors characteristic of the individual elements of the syste 
and through these of the whole system. Such a description of the interactil 
would leave nothing to be desired in classical mechanics, in quantum mechani 


however, this is not the case. In quantum mechanics a system of partic} 
can be regarded as known if we are able to indicate, with the help of the way 


function, the micro-ensemble of micro-particles to which the system belon;} 
Thus we have to know the wave-function to be able to determine the physi¢ 
properties of the system which may be necessary for the description of t) 
interaction between the particles in accordance with experiment. In oti 
words the idea is that whereas the state and interaction of the constituents | 
the system have so far been related to each other by separating the state | 
the system into the states of its constituents and introducing into the interactil 
the individual states and properties of the particles, it may now become necess 
for the quantummechanical treatment of the forces holding together the nucle 
a generalization that these forces are functions of the state, state taken in 
quantummechanical sense of the word, i.e. functions of the wave-functii 
of the system. Naturally, we bave to try to relate the wave-function to : 
interaction in as simple a manner as possible and to derive the equation | 
the stationary state from the time-dependent Schrédinger equation and 
equation describing the relative motion of the particles from the equation 
the stationary state in the usual manner. 

Such a generalization of the interaction is justified if the results obt 
with it agree with experiment. Thus the interaction is expected to account / 
the energy and density saturation as well as for the shell structure of hea! 
nuclei. At the same time the solution must render properties confirmed . 
experiment for light nuclei as well. The present paper is devoted to the inves 
gation of the simplest nucleus, the deuteron, consisting of one proton and 
neutron. In a subsequent paper we intend to deal with the consequences | 
the generalization of the interaction suggested here for a two-particle syst 
in the case of many-particle nuclei. 
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II. Interaction between one proton and one neutron disregarding 
the spin of the particles 


Let us examine a closed particle system consisting of one proton and 
me neutron and assume that the force acting between the particles can be 
ferived from a force function V(1,, t,, t), where t, and 1, denote the coordi- 
sates of proton and neutron, respectively. Disregarding for the moment the 
pin of the particles the wave-function ®(r,, ty, t) of the particles satisfies 
he Schrédinger equation 


) 2 2 
) L a = : A, ® — h 
OL 2M, 2M,, 


Be Ora (inks, 1) 2, (1) 


where A denotes the Planck constant devided by 2a, t the time, M p the mass 
bf the proton, M, the mass of the neutron, A, and A, the Laplace operators 
i cting on the coordinates of the proton and the neutron, respectively. Let 
"is assume the force function V(t,, 1, t) of the neutron-proton interaction 
o be proportional to the probability of simutaneously finding the proton and 
€ neutron in a volume element around the respective positions 1, and 1p. 

ccording to quantum mechanics this probability is proportional to ®@®*. (The 
msterisk denotes the conjugate complex quantity.) Thus 


V (15 tpt) = C (1) BO*. (2) 
n the general case C(r) is a function of the distance between the two particles : 


r= | tte 


For the stationary state the wave-function can be separated in the usual way 


Fe 


P (11, Ty, t) = Y (ty, Te) eee ’ (3) 


here E is the energy parameter. 
Thus the wave-function g(t,, 1) is an eigenfunction of the eigenvalue 


roblem 


2 : 32 
A, p— 


A, o + V (ty to) p = Ep (4) 
2M, 2M,, a? (T, Ts 


d the potential takes the form 


V (ty, te) = C(r) pp*. (5) 


|, 
| 
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By introducing the centre of mass and relative coordinates Yt, and 1 of ti) 
particles, we get after elementary calculation that by a separation of ti 


variables 
l 
& (pr,) 
P (Ty, te) = p(t) e ; | 
the relative motion of the particles is described by the Schrédinger equati/ 
= Apt Vi)y=Ery | 
M 
Here 
1 
ae p? (| 
2(Mp + Mrz) 
and 
E,=E—Es 


are the energies of the motion of the centre of mass and of the relative motil 
of the particles, respectively, and 


M,M,, 
2 eiMs Me 


| 

| 
(| 

| 


is the reduced mass of the particles. ) 
According to (5) the potential is reduced to the expression 


V (t) = C (r) py*. ( 


Hitherto we have disregarded the fact that some part of the interacti 
may be of exchange character. This defect can be compensated for by applyi 
to the potential an operator P,, which may involve exchange operators. 
e. g. the potential in (8) becomes 


V(t) =C(r) vor Py. 


If we postulate that the square and say the z component of the an 
momentum of the relative motion of the particles be integrals of motion | 
allowed forms of the potential V(t) and thourgh it those of the wave-functi 
y(t) satisfying equation (7) will be limited. 
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VII. Investigation of the deuteron 


In this section we shall be concerned with the results obtained for the 
ound state of a one proton—one neutron system by the application of potential 
8’). The coefficient C(r) in the potential is chosen to be 


€G)=—|c? Pr, (9) 


ovhere ||? is a constant. For the present this choice is only justified by the 
jact that it makes the solution of equation (7) analytical. 

| It is evident that such a solution of equation (7) for which the square 
find the z-component of the relative angular momentum of the particles are 
jntegrals of motion is spherically symmetrical, owing to which the operator 
P,, is the unit operator. If the wave-function y(r) is assumed in the form 


y(r) = 20) (10) 


r 
che potential (8) becomes with the aid of (9) 
V (r) = —|¢|? uu* (11) 


jand u(r) according to (7) satisfies the Schrédinger equation 


— — ——|cPuutu=E,u. (12) 


A corresponding solution of this equation for the bound state is 


A 
£0 13 
”) ch (ar + 6) ey 
here 
| gale: (14) 
}2 
and 
1 
E,=— —|A/? le. (15) 
He 


n the case of positive energies E, the wave-function (13) cannot be regarded 
s a correct solution, because then, a being imaginary, the wave-function would 


fo) 
bo 
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From the normalizing condition 


i wy* dv = 4x | uu* dr = 1 (1 
0 


we obtain that 


Aaa 
4x 1— tho 


and with this 
1 M 
jie see left. a 
642 (1— thd)? 2 


According to the relationship (11) the potential becomes 


1 
ch? (ar + 6) 


V(r) =2E (I 
It can be seen that if 6 > 0, the force acting between the particles is everywhe} 
attractive, if 6 = 0, this attraction reduces to zero at the point r = 0, and final! 
if 6 <0, the force acting between the particles is attractive up to the poi 
ar = 6, there it becomes zero and at r values smaller than that it is repulsi 
Thus, by varying the parameter 6 the shape of the potential can be adjuste} 

In accordance with experiment the wave-function (13) exponential 
vanishes in infinity as e ~’ ; the potential vanishes more rapidly as e (0% 


u(r) —> Ae e—™ (2 
and 
V (r) > 2E, ee 2", (2: 


Using the measured value for the binding energy of the deuteron 
B=— E, = 2,226 +0,003 MeV, 
we obtain from relation (14) 


as = 4,31 10-33 em, (2 


a 


which can be regarded as the measure for the siz 
the value obtained if the interaction between 
described by a simple square well potential. 


e of the deuteron ; it equa 
the neutron and the proton : 


4 


—aT 
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This simple model of the deuteron, which neglects the spin of the particles, 
(bviously fails to account for the quadrupole and the anomalous magnetic 
moment of the deuteron. These effects are due to the fact that the charge 
‘istribution in the deuteron is not spherically symmetcical. The relatively 
mall value of the quadrupole moment of the deuteron, however, suggests 
hat the asymmetry of the charge distribution is very slight (about 4°,,). Thus, 
{\ treating a number of problems, the deuteron can be thought of as spherically 
mmetrical and the wave-function and potential obtained here can be used. 

However, a difficulty of principle lies in that equation (7) bas but spherically 
mmetrical solutions, which results from our assumption that the square and 
sie z component of the angular momentum of the relative motion of the particles 
fe integrals of motion. The problem can be solved in two ways, one of which 
tvidently means giving up this postulate for the angular momentum. If we 
42 so equation (7) can produce spherically non-symmetrical wave-functions 


% well, and by taking into account the spin of the particles and introducing 
to the interaction an appropriate spin dependence the possibility of finding 
r the ground state of the deuteron a spherically non-symmetrical solution 
shich agrees with experiment does not seem to be precluded. This problem 
teds further investigations. If the spin of the particles is taken into account 
“iere is another possibility too, which we shall treat in detail below. 


’, Interaction between one proton and one neutron taking into account 
the spin of the particles 


Hitherto we have disregarded the spin of the particles. Let us now investi- 
te how the Schrédinger equation (7) of the relative motion of the particles 
ftanges if their spin and magnetic moments are taken into account. (Our consi- 
‘rations refer to the equation of relative motion (7) because the preceding 
ations also vary with the variation of the wave-function y(t) only.) 

Let us now calculate the total angular momentum of the particles (the 
tm of their relative angular momentum due to their orbital motion and of 


eir spin angular momenta) : 
1 
I= M+ (@ + 93), te? 


there M is the relative angular momentum of the particles ; the components 
‘the vectors 0, and g, are the Pauli spin matrices of the proton and the neutron, 
sp ectively. The unity of angular momentum is chosen to be A. 

| Let us postulate that the square and say the z component of the total 
gular momentum be integrals of motion, i. e. that they may commute with 
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the Hamiltonian of the relative motion of the particles. With this postula 
and with the help of potential (8’) we again could get but spherically symmetrig 
wave-functions. To avoid this the above definition of the interaction potent} 
of the particles is generalized in the following manner. Let the wave-functi| 


of relative motion take the form 


y = Y (T, 64, Og) Xsm- (2 


The operator y depends on the distance between the particles and, in additic 
on the spin matrices 6, and 05. %sm is a normalized spin function, which belom 
to the spin state having the absolute value s and the projection m on the a} 
of quantization. 

Using the analogue of (8’) the interaction potential of the particles 
for symmetry reasons the following | 


C(t, 0}, G9) 
2 


V (t, 01, 6) = [yy + y* y] Pio. ( 


where »* denotes the adjoint of y. Here the operator P,, may influence, | 
addition to the space coordinates of the particles, the spin variables too, a} 
C will be no more the function of the distance r between the two partic! 
only, but may also depend on the spin matrices 0, and o,, as well as on 


direction of the vector t between the two particles relative to the spin dir¢ 

tion of the particles. We note that in the present paper C only appears as 
: : , ‘ ; | 

function of r and we shall continue referring to it as the function C(r). 


The Schrédinger equation of the relative motion of the particles beco 
Ss Ap+V yp=E,y 
rete T,0;,0,)p—E,y. 
2M 3 (t, 01, 2) ( 


According to what has been said above the potential has to be of a fo 
to satisfy the commutation relations 


VP—PV=0 


and 


VI ae) I VV = 0. 
V. Quadrupole and magnetic moments of the deuteron 
In the present section we shall show with the help of the porn defi 


in (25) that among the wave-functions satisfying equation (26) we can fi 
one which can account for the quadrupole and anomalous magnetic mome 


| ON A NEW TYPE OF INTERACTION BETWEEN NUCLEONS 95 


" the deuteron. First we shall briefly describe the spherically symmetrical 
yave-function satisfying equation (26), which is essentially the same as the 
Dlution shown in section ITI. 

} A spherically symmetrical solution is obtained if the operator part of 
be wave-function is assumed in the form 


BU) TA +9,0; 5): (28) 


iterest to us this assumption does not restrict the generality, it only makes our 
esults more easy to survey. 


| 
: operator is self-adjoint if A, B and u(r) are real. For the problems of 
| 


With operator (28) if C(r) is again assumed in accordance with (9) the 
‘otential (25) takes the form 


V = —|c}2u2(r)[ 42 + 3B? + 2B(A — B) 6,09] Pro, (29) 


where we have used 


(o, 0)? = 3 — 20, 0,. (30) 


This potential obviously satisfies the commutation relations (27). With 
he help of operator P,, we can choose in the potential the relation of the ordi- 
ary (Wigner) type interaction to the exchange interaction as well as the type 
if the exchange interaction, which can be of the Majorana, Bartlett or Heisen- 
erg type. As our wave-function is spherically symmetrical, the exchange of 
he positions of the particles, i. e. an exchange of purely Majorana type does 
‘ot alter the interaction and both the Bartlett and Heisenberg type exchange 
@perators appear in the exchange of the spin directions of the two particles. 
ixperiment shows that in the ground state of the deuteron the spins of the 
Wroton and the neutron are parallel (triplet state). It should be noted that we 
faay speak of singlet and triplet states, because, as we shall see, the square 
f the total spin moment is an integral of motion for every potential 
ecurring here. Thus here our treatment is confined to the solution for the 
Griplet state and thus the operator P,, can be regarded as a unity factor. 
With (28) the wave-function becomes 


4 


/ 


— u(r) [A — Oo; 02 B] hig = (A = B) oe Xm, : (31) 


vhich is a solution of equation (26) if 
be ; 

r) =———— (32 ) 
Aiea ares 
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From the normalizing condition 


> 5 wy*di=1, (J 


o 


where the integration refers to the space coordinates and the summation 


the spin variables, we obtain 


1 a 
A + B)? = — 5 
(a) 4a 1— thd ( 


Here the relation of a and of |e|? to the energy E, is also given by equati 
(14) and (18) and thus the measure of the size of the deuteron is again giv 
by the value in (22). | 

It can be seen that the spherically symmetrical solution obtained in 
spin dependent case essentially agrees with the solution obtained in sectii 
III, where we neglected the spin of the particles. | 

Let us now examine the spherically non-symmetrical solution of equatit 
(26). Such a solution is obtained if the operator part of the wave-function| 
assumed in the form 


Reset ree 
PT [Het eee() + 


93/2 


S,ow | ( 


where — 


3 (6, t) (oot 
Si.= Stes eat) — 0,5, ( 


is known as the tensor term of nuclear forces. The operator y is self-adjoi 
if the functions u(r), v(r) and w(r) are real, which we may postulate. 
In the singlet state S,, is equal to zero, thus (35) would again med 


a spherically symmetrical solution. In the triplet state, however, with the h 
of (35) the wave-function becomes 


V=Win=— {U4 Ti +e\Mm}, 6 
where ; 
A io1 = wien (3 
(4x) 12 
and 


il i , P 
2182 (yc) 12 S12 Xam [1] . (3 
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sere Fits means a wave-function dependent on spin and angle variables, 
jelonging to a total angular momentum j which has a. projection m on the 
is of quantization. This total angular momentum is the combination of the 
‘cbital momentum / and the spin momentum s. Thus it can be. seen that the 
)ave-function (37) is the eigenfunction of the respective operators of the square 
nd of the z-component of the total angular momentum and belongs to a state 
ff a total angular momentum j = 1. 

The parity of the wave-function (37) is even and thus our above remarks 
hn operator P,, are still valid. According to the relations (25), (35) and (9) the 
‘otential is 


| , | ¢ |? 3 

| if Sica ol Caneel ace Cea 0, 0,+ 

"Ag 4 4 

1 1 ie) as 
ats eS oe 5) 

; _ Ee u ae U i 4 w S;,| - 


here, in addition to relation (30), we have taken into account that 


S25 = 6 a 285 — 20, O02 
d (41) 
01 Fy Sj = S421 0g = Sip. 


This potential can commute with the respective operators of the square 
nd the z-component of the angular momentum, which can be explained in 
he following way. As can be seen the operator S,, giving rise to a non-central 
teraction in the potential is identical with the one which has already appeared 
the well-known forms of neutron-proton interaction. It is known that there, 
the case of this tensor force, the Hamiltonian of the particles can also commute 
ith the respective operators of the square and the z-component of their angular 
enta. This also applies to the square of the total spin moment [2]. 
Substituting wave-function (37) and potential (40) into equation (26) we 
btain after elementary calculation the equation 


Re aw _, 6 > cl? 1 
Sil ae are Fia1 — ee PEE | ets | + 320? — Fis | Aor + 
- 1 | 
| + 3w G - = >| TP = E, [22701 + wAZ7 fai] » (42) 
here we have introduced the notation 
; 2%. 

u(r) + v(r) = 2(r) (43) 


Biave used the relations (38), (39) and (41). 


Acta Physica VI/1 = 


Let us equate the terms belonging to the same angular momentum eigy 
function in equation (42). The following system of differential equations} 


then obtained for the radial wave-functions 2(r) and w(r) 
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=i ds Ley pclae ta 
M_ dr Ax Ag | 21/2 
Q 2 | |2 

lie dw 6 | 3c w? — E,w = (| 
M | dr? r2 82 


Substituting wave-function (37) into the normalizing condition (33) | 


get the relation 


| (2+ w?)dr=1. (J 


0 


From wave-function (37) it is evident that this state of the deutero | 
a mixture of 3S, and 3D, states. Owing to the presence of *D, waves the chat 
distribution in the deuteron deviates from spherical symmetry in such a 
that the deuteron exhibits a quadrupole moment. The presence of the D-w: 
“in this state of the deuteron is proved not only by the fact that the deutey 
has a quadrupole moment but also that the magnetic moment of the deuter 
is not equal to the precise sum of the magnetic moments of the neutron 
the proton. Actually, the magnetic moment of the deuteron can be regarc 
as the sum of the magnetic moments of the neutron and the proton as 
as of an additional magnetic moment related to the orbital angular moment} 
of the proton. It is known that the calculated magnetic moment of the deute 


corresponds to the measured values if the contribution of the 3D,-state in 
wave-function is about 4%, i. e. 


co 


| 
1 
| w® dr = 0,04, “ 
0 


which condition can give the quadrupole moment of the deuteron also in ag 

ment with experiment [3]. / ; 
Thus, a solution of the system of equations (44) that adjusts the con 

bution of the D-wave in wave-function (37) according to (46) describes a sph 


cally non-symmetrical state of the deuteron which corresponds to its exp 
mental ground state. 
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The solution of the system of equations (44) even in some approximation 
/no simple problem and has not been found so far. Thus we cannot tell for 
ertain whether we can find a solution for the system of equations (44) with 
jhich the contribution of the D-wave could be maintained according to (46). 
/e must keep in mind, however, that here too the function C(r) in the potential 
as been assumed to correspond to the relation (9) although it has been pointed 
ut that this choice of C (r) is only justified by the fact that it makes our spheri- 
ally symmetrical wave-functions analytical. Thus, if it seems necessary, we 
hay proceed in such a way that the function C(r) is determined from the 
ssumption that the system of equations (44) (modified, of course, to correspond 
» the function C(r) obtained in this way) allows for a proportioning of the 
unctions 2z(r) and w(r) in agreement with experiment. Of course, the function 
‘(r) thus obtained must be used for examining the spherically symmetrical 
save-functions of the deuteron too. This fact does not make our results obtained 
_section III and at the beginning of the present section illusory, because the 
ssential part of our results can be obtained even if the function C(r) varies 
ithin wide limits. 

We may, however, obtain information about the behaviour of the radial 
ave-functions z(r) and w(r) for very large values of r without solving the 

stem of equations (44). In the bound state these functions must vanish expo- 
entially with r—>cc. Thus in the case of very large r we may omit in the system 
> equations (44) the terms of third order in z(r) and w(r). The wave-functions 
otained in this way are distinguished from the exact solutions by the notations 
((r) and w_(r). For these the following differential equations are obtained 


2 g2 
ase oe s es = E, Zoo = 0 9 
M_ dr 
a (47) 
Eo h2 pes 6 tao] — Brito = 0 
M\| dr r2 


Suitable solutions of these equations are 


cd (48) 


we (r)= Be 
(0) lw 


re A and B are constants and a is rer to the energy parameter according 


(14). 


eee 
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In the next section we shall show that the ground state of the deuterd} 
is given by the wave-function (37). The value of a in equation (48) providi, 
information about the size of the deuteron. Using the measured value for tli 
binding energy of the deuteron we obtain for a the value given in (22). 


VI. Ground state of the deuteron 


In the preceding section we have investigated two states of the deuteroj 
The wave-function (31) describes a spherically symmetrical state. The wa 
function (37) with the condition (46) describes an asymmetrical state, whi 
renders a quadrupole and a magnetic moment in accordance with the expe} 
mental ground state of the deuteron. Our problem now is to decide which | 
the two states can be regarded as a ground state from the theoretical poij 
of view if the interaction suggested here is taken into account. Both solutio} 
treated above refer to the triplet state of the deuteron. First of all we sh| 
show that the triplet state of the deuteron cannot be a spherically symmetri¢ 
state but must be an asymmetrical state described by the wave-function (3} 

Let us denote the magnetic moment of the proton by wu, and that | 
the neutron by py, in units of the nuclear magneton. If the energy due to t 
interaction of these two magnetic moments is taken into account the Ha 
tonian of the one proton — one neutron system must be completed by 
following term [4]: 


3 (a, t) (a5 0,0 te 
U = [lp Mn (0, )(ot) 1 este ss 


zr ed 


In addition to this term there arises in the asymmetrical state a magnetic int} 
action between the orbital angular momentum of the proton and the two spi 
As, according to (46) the contribution of the D-state is very slight, this int 
action is small as compared to (50) and can be neglected. 


Thus the total interaction between one proton and one neutron is. 
W=V-+U, } 


where V is the potential defined by equation (25). 

If the potential V is central the asymmetry exhibited by the wave-functi| 
owing to the interaction U is too slight to account for the measured quadrup 
and magnetic moments of the deuteron. In the case of the interaction V sugges 
in the present paper, however, the presence of U in the interaction necessa 
implies that in the triplet state V cannot be merely central but is precis 
the expression (40). The reason for this is the following. The interaction U wo 


- 


a ema wf 
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~ 


fesult in a wave-function of type (37) in the case of a central V too. This means 
fhat the operator part of the wave-function is identical with the operator in 
»quation (35) with the aid of which we obtain for V just the form (40) if the 
jotential is formed on the basis of equation (25). The non-central term in the 
jotential V caused by the interaction U is much greater than U. Owing to 
this the latter can be neglected and for the radial functions 2(r) and w(r) in 
yave-function (37) we re-obtain the system of differential equations (44). Consi- 
fering the experimental fact that the ground state of the deuteron is a triplet 
itate, the properties of the theoretical ground state agree with experiment 
Ind the ground state of the deuteron can be characterized by the following 
fuantum numbers: s =1 (total spin), j =1 (angular momentum) p = | 
iparity). 

| In the singlet state U = 0, since S,, = 0, and the wave-function is spheri- 
ally symmetrical. In the triplet state the operator P,, in potential V is a positive 


t operator [see the discussion after equation (30)]. In the singlet state, 
operator P,, contains exchange operators affecting the spin variables, this 
not the case. Each wave-function being of even parity the operator P,,, can 
e assumed in both the singlet and the triplet state in the form 


V0; 0 
24 


P,,=W+M+(B+H)— (52) 


Here W denotes the contribution of the Wigner type interaction, i. e. the inter- 
‘ction without exchange. M, B and H are the contributions of the Majorana, 
artlett and Heisenberg type exchange interactions, respectively. In the triplet 
tate 

Pi2=W+M+B+4+H=1 (53) 


md in the singlet state 
- 
Pi. =W+M—(B+A#). (54) 


From these relations it can be seen that if the interaction involves Bartlett 
ind Heisenberg type exchange operators the potential in the singlet state 
mereases as compared to that in the triplet state (its absolute value 
lecreases). In the triplet state, however, the kinetic energy increases as 
sompared to that in the singlet state, owing to the azimuthal kinetic energy 


h2 d+) _ # & (55) 
M r? Be Neat x 


rising from the presence of the D-wave. If the contributions of the Bartlett 
Heisenberg type exchanges in the interaction are sufficiently great, the 
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potential energy increase in the singlet state may exceed the kinetic enerjj 
increase in the triplet state. In this case the triplet state must be regard/ 
as the ground state of the deuteron, which is according to the above, an asyi) 
metrical state in agreement with experiment. i 

From equation (54) we may also conclude that if 


BLH>W+M (58 


in the singlet state the potential energy is positive, thus in this state there | 
no binding at all. 

Naturally, the contribution of the exchange acting on tbe spin variabli 
could only be determined from investigations of different character. Th 
we cannot, at present, give a satisfactory answer to the question whethi 
with the interaction suggested in this paper the ground state of the deutere 
is singlet or triplet. It seems probable that in order to decide this probl : 
relativistic effects have to be considered. . 


VII. Summary 


We have investigated the bound state of a one proton — one neutr 
system. The interaction between the particles has been defined by equati 
(25), taking into account the condition (27) which expresses the conservati 
of angular momentum. This interaction, as detailed investigation in the precedii 
sections showed, produces results as obtained by experiment for the grou 
state of the deuteron. In conclusion we should like to point out that it seer 
to be likely that the one neutron — one neutron and the non-coulomb-like pa 
of the one proton — one proton interaction can also be described by a potent 
similar to the one used for the one proton — one neutron interaction. It ¢ 
be seen that the direct generalization of the potential for more than two partic 
leads to many-body forces by definition. The effect of these many-body fora 
in connection with the investigation of the characteristic properties of hea 
nuclei will be the subject of a subsequent paper. 

My thanks are due to Prof P. Gomsds ror his valuable advice. 
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HOBbIM THN MEXKHYKJIEOHHOBOrO OBMEHA 
M. CEM@AITYLUU 


Peswme 


ABTOP cTapaeTcaA ONMCcaTb cBolicTBa cOcTOAUIeH 13 MpOTOHOB M HeEHTPOHOB CHCTeMbI 
W TIpH MOMOUH HeIMHeHHOrO ypaBHenna LUpequurepa. Hennueiinocre ypaBHeHHA Mosry- 
CA TEM, YTO AOMyCKAaeTCA 3ABHCHMOCTh B3AMMOACMCTBHA YaACTHIL OT BOTHOROT pyHkunn 

bl. HTak, B cayyae Gombule 4eM AByX YacTH B3aHMOelCTBUA TIPHBOJMT, M0 CMbICy 
ICHHA, K CHJIaM MHOPHX Ten. Lanbueiwand yenb 3aKnM4aeTCA B TOM, 4UTOObI OObACHHTL 
TOMOIMH STOFO CBOHCTBa HaCbIeHHA HM OOONOUHY1O cTpyKTypy HyKIeOHOB. OgHako, Ha- 
A CTaTbA OrpaHH4MBaeTCA MOKASOM NOcneACTBMIt uM pPesybTAaTOB, KOTOpbI€ BIeUeT 3a 


MpeANOIOKeHHE HCJIMH€apHOrO ypaBHeHHA TIpH PacCMOTPeHHH OCHOBHOrO COCTOAHHA 
epus. 
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DIE EIGENFUNKTIONEN UND ENERGIEEIGENWERTE 
DER ELEKTRONEN DES Ag-ATOMS 
MIT ELEKTRONENAUSTAUSCH 


Von 


R. GAspAR und K. Motnidr-Ivanecsko 


*ORSCHUNGSGRUPPE FUR THEORETISCHE PHYSIK DER UNGARISCHEN AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN, 
BUDAPEST 


(Vorgelegt von P. Gombas. — Eingegangen: 11. I. 1956) 


| In der vorliegenden Arbeit werden die Eigenfunktionen und Energieeigenwerte der 
Mlektronen des Silberatoms mit Hilfe einer universellen Potentialfunktion berechnet. Da die 
tls Grundlage genommene universelle Potentialfunktion auch die Austauschenergie enthiilt, 
fignen sich die Eigenfunktionen sehr gut zur Bestimmung von Atomeigenschaften. Unter 
ee dieser giinstigen Verhialtnisse wird die diamagnetische Suszeptibilitat des Agt- 
ons berechnet. Der so erhaltene Wert von —30,721 10—® cm® Mol—! zeigt eine ziemlich 
ute Ubereinstimmung mit dem empirischen Wert von —24,10 10—® cm? Mol—}. 


Bei der Erforschung der Struktur einer zusammenhangenden Materie 
‘st es von grésster Wichtigkeit, zuerst die Struktur der freien Atome zu kennen, 
fius denen sich die betreffende Materie zusammensetzt. Die beste Methode 
mur Untersuchung der Struktur von freien Atomen ist die von Fock [1] einge- 
tihrte Erweiterung der Methode des »self-consistent field«, in der auch die 
Austauschenergie der Elektronen eine massgebliche Rolle spielt. Leider sind 
lie Fockschen Gleichungen erst fiir verhaltnismassig wenige Atome gelést, 
ind auch diese gehéren zu den Atomen mit kleinerer Ordnungszahl. Ein auf 
in Element mit grésserer Ordnungszahl beziigliches, angenthertes »self- 
consistent« Feld, das auch den Austausch beriicksichtigt, wird also fuglich 
auf Interesse rechnen diirfen. 

Uber das Ag*-Ion wurden von Buack [2] Naherungsrechnungen nach 
der Methode des »self-consistent field« ausgefiihrt. Diese geben jedoch die 
Eigenfunktionen und Energieeigenwerte des Ag*-Ions nur in der Hartreeschen 
aherung. In der vorliegenden Arbeit sollen nun die Berechnungen fir das 
Ag-Atom ausgefihrt werden, weil unsere Methode speziell auf Atome gut 
anwendbar ist. Im Falle des Silbers kann man von den fiir das Atom durch- 
gefuhrten Berechnungen sehr leicht auf ‘die Berechnungen des Ions tibergehen, 
a das Valenzelektron des Ag-Atoms ein locker gebundenes Elektron ist, 
dessen Anwesenheit die Elektronenverteilung des Ions nur in geringem Ausmass 
veriindert. Infolgedessen kann die Elektronenverteilung des abgeschlossenen 
Atomrumpfes ohne’ Valenzelektron als gleich der Elektronenverteilung des 


. angenommen werden. 
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Tabelle I 


Die radialen Eigenfunktionen f der s-Elektronen des Ag-Atoms. f in atomaren Einheit} 
von I/ay'/2; x in dimensionslosen Langeneinheiten (siehe Text). b 


eT : 


f 
x 
1s 2s 3s As 5s 

0,000 | 0,000 0,000 | 0,000} 0,000 0,000 

0,006 | 0,878 0,283 | - 0,121} 0,051} 0,015 ; 

0,012 | 1,639 0,528 | 0,226 | 0,094 0,029 

0,018 | 2,295 0,736 | 0,315 | 0,132 | 0,040 

0,024 | 2,855 0,912 | 0,390} 0,163 0,050 

0,030 | 3,331 } 1,058] 0,452| 0,189 | 0,057 

0,036 | 3,731 1,176| 0,502 | 0,210} 0,064 

0,042 | 4,062 1,268} 0,540} 0,226 | 0,069 3 

0,048 | 4,333 1,337 | 0,569] 0,238! 0,072 : 

0,054 | 4,549 1,385 | 0,588} 0,245 | 0,075 ¥ 

0,060 | 4,718 1,414] 0,599] 0,250) 0,076 

0,066 | 4,844 1,425] 0,602} 0,251} 0,076 . 

0,072 | 4,932 1,420} 0,598 0,249! 0,076 : a 
| 0,078 4,988 1,400 0,588 0,245 0,074 = 

0,084 | 5,014 1,368 | 0,572} 0,238 | 0,072 . 
: 0,090 | 5,014 | 1,324] 0,551 | 0,229 | 0,070 Pe 
pam 0,108 0,462 | 0,191 | 0,058 
| 0,126 0,345 | 0,142} 0,043 
} 0,144 0,210 0,085 0,026 
| 0,162 0,066 | 0,024 | 0,007 

0,180 —0,081 | —0,038 | —0,012 — ie: 


| —0,225 | —0,098 | 
| —0,362 | —0,156 | - 
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Tabelle I 


Is 2s 3s | As 5s 
| 0,576 0,131 | —2,693 | —0,545 | —0,185 | —0,054 
0,612 | 0,094 | —2,580 | —0,380 | —0,110 | —0,031 
0,648 | 0,067 | —2,449 | —0,205 0,032 | —0,007 
0,684 0,048 | —2,305 | —0,026 0,048 0,017 
| 0,720 0,035 | —2,155| 0,154 0,125 0,041 
| 0,756 0,026 | —2,003 0,331 0,201 0,064 
0,792 0,021 | —1,852 0,503 0,272 0,085 
0,828 0.018 |) 12703 0,667 0,339 0,105 
0,864 | 0,017 | —1,560 0,822 0,400 0,124 
0,900 | —1,424| 0,967] 0,454] 0,140 
0,936 | —-1;295 1,101 0,502 0,154 
1,008 —1,062 1,333 0,578 0,176 
1,080 —0,862 1,518 0,625 0,189 
1,152 | —0,693 1,658 0,646 0,194 
1,224 —0,554 1,755 0,643 0,190 
1,296 —0,439 1,814 0,617 0,180 
1,368 —0,346 1,840 0,573 0,165 
1,440 +0271 1,838 0,513 0,144 
1,512 —0,210 1,814 0,439 0,119 
1,584 —0,162 1,770 0,356 0,092 
1,656 0,123 1,713 0,266 0,062 
1,728 —0,092 1,644 0,170 0,031 
1,800 —0,066 1,567 0,072 | —0,001 
1,872 —0,045 1,485 | —0,028.| —0,032 
1,944 —0,027 1,400 | —0,127 | —0,063 
2,016 —0,010 1,314 | 0,225 | —0,093 
2,088 1,228 | —0,320 | —0,121 
2,160 1,143 | —0,411 | —0,148 
2,304 0,982 | —0,580 | —0,197 
2,448 0,834 | —0,728 | —0,237 
2,592 0,701 | —0,854 | —0,268 
2,736 0,586 | —0,958 | —0,290 
2,880 0,486 | —1,040 | —0,303 
3,024 0,401 | —1,101 | —0,308 
3,168 0,329 | —1,144 | —0,306 
3,312 0;269 | 1,171 |) —0}297 
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Tabelle I 


% 
f ~ 
x 
1s 2s 3s As 5s 


3,456 0,219.) =<1 183 e282 
3,600 0,178 || 1183-2 =0:262 
3,744 0,144. | ~=4,172 120237 
3,888 0;117 | —1,152 | —0,209 
4,032 | 0,094 | —1,125 | —0,178 
4,176 0,076 | —1,093 | —0,145 
4,320 , 0,061 | —1,056 | —0,111 


| 

[—) 

f—) 

ww 

) 

Petes pw cod - 


4,608 ; 0,039 | —0,974 ; 
4,896 |. Lt 0,026 | —0,885 0,036 | 
5,184 . 0,017 | —0,795 0,109. ae 
5,472 | 0,012 | —0,708 0,179 
5,760 0,009 | —0,626 0,245 
6,048 0,007 | —0,549 0,306 
| 6,336 | ; | 0,005 | —0,479 |. 0,362 - 
ce 6,624) ae | —0,417 | 0,412 
nist «2 6912 al aimee |. ohS036r f 30456> aaa 
SpTOO0E | yes ish syd VP een ce lee nemmoaeee e 
7,488 a | (| —0,268 | 0,529 
ats SC a en 0,230 | 0,558 
Pe 2. Bi ee ae ee eee eR ee tigen 
eh es are ae Ay pei k es 
ee eer ene RG ees 


— 


4 

) 
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Tabelle I 


iy 
Is 2s 4s 5s 


20,736 
21,888 
23,040 | 
24,192 | ; |. 
25,344 Bee 
26,496 
27,648 
28,800 
29,952 
31,104 
+ 32,256 
33,408 
34,560 
35,712 | 
36,864 | eS: ie 
38,016 eee ae 
"39,168 | * . 
40,320 | - 
41,472 ee ean 


. 
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Tabelle IL 


Die radialen TEigenfunktionen f der p- und d-Elektronen des Ag-Atoms und 
radiale Dichte D des Ag-Atoms. f in atomaren Einheiten von I/a)'/:; D in atomaren Einhe 
von 1/a); x in dimensionslosen Langeneinheiten (siehe Text). 


0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000 0,000 | 0,000 | 0,000 
0,006 | 0,006 | 0,003 | 0,001 | 0,000 , 0,000 | 1,738 
0,012 | 0,022 | 0,010 | 0,004 | 0,000 | 0,000 | 6056 = 
0,018 | 0,047 | 0,021 | 0,008 | 0,000 | 0,000 | 11,867 
0,024 | 0,081 | 0,036 | 0,014) 0,000 | 0,000 | 18,378 
0,030 | 0,123 | 0,054 | 0,021 | 0,001 | 0,000 | 25,022 
0,036 | 0,171 | 0,075 |- 0,030 | 0,002 | 0,001 | 31,407 
0,042 | 0,224 | 0,099 |~ 0,039 | 0,003 | 0,001 | 37,276 
0,048 | 0,283 | 0,125 | 0,049 | 0,004 | 0,001 | 42,476 
ae | 

| 


site teenie 


0,054 | 0,346 | 0,152 | 0,060 | 0,005 | 0,002 | 46,929 
0,060 0,413 0,181 | 0,071 0,007 0,002 | 50,616 
0,066 | 0,483 0,212 0,083 0,009° | 0,003 | 53,556 
0,072 | 0,556 0,243 0,095 0,012 0,004 | 55,796 
0,078 | 0,630 | 0,276 0,108 | 0,015 0,004 | 57,402 
0,084 | 0,707 | 0,309 | 0,121 | 0,018 | 0,005 | 58448 
ee: 0,090 | 0,784 | 0,342 | 0,134 | 0,022 | 0,007 | 59,013 | 


> fl 

0,108 | 1,020 | 0,442 | 0,173 | 0,035 | 0,011 | 58606 _—| 
0,126 | 1,255 | 0,541 | 0,211 | 0,053 | 0,016 | 56,507 | 
0,144 | 1,482 | 0,633 | 0,247 | 0,073 | 0,022 | 54,142 

, ae 0,162 | 1,696 | 0,718 | 0,280 | 0,098 | 0,030 | 52,401 

cee 6 0,180.51 1,895. | 05798" |. 0,809. 1. 0,196 1 0,038-.| 51,713 ae 

oe 0,198 | 2,075 | 0,858 | 0,383 | 0,157 | 0,047 | 52,177 | 
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Tabelle I 


: rook Me <: - 
2p 3p | 4p 3d 4d 
0,324 | 2,795 0,987 | 0,372 | 0,447 | 0,133 | 70,346 
0,360 | 2,844 0,930 | 0,345 | 0,543 | 0,161 | 73,910 
0,396 2,840 0,841 | 0,305 | 0,642 | 0,190 | 75,301 
0,432 2,793 0,725 | 0,255 |. 0,741 | 0,218 | 74,669 
0,468 | 2,712 0,589 | 0,197 | 0,839 | 0,246 | 72,445 
0,504 2,604 0,438 | 0,134) 0,935 | 0,272 | 69,177 
0,540 | 2,479 0,277 | 0,066 | 1,027 | 0,297 | 65,401 
0,57 2,340 0,110 | —o,o02 | 1,115 | 0,320 | 61,585 
0,612 | 2,195 | —o,060 | —0,071| 1,197 | 0,341 | 58,085 
0,648 | 2,046 | —o,228 | —0,138| 1,274 | 0,359 | 55,142 
0,684 | 1,897 | —o,393 | —0,203] 1,345 | 0,375 | 52,891 
0,720 | 1,751 | —0,552 | —0,264) 1,409 | 0,389 | 51,375 
0,756 | 1,609 | —0,703 | —o,321] 1,467 | 0,400 | 50,571 
0,792 | 1,474 | —0,846 | —0,373 | 1,519 | 0,409 | 50,406 
0,828 | 1,345 | —0,979 | —0,420/ 1,564 | 0,415 | 50,774 
0,864 | 1,223 | —1,103 | —0,461 | 1,603 | 0,419 | 51,553 
0,900 | 1,110 | —1,215 | —0,497/ 1,636 | 0,420 | 52,618 
0,936 | 1,005 | —1,317| —0,527| 1,663 | 0,419 | 53,842 
1,008 | 0,817 | —1,489 | —0,570| 1,701 | 0,411 | 56,380. 
1,080 | 0,660 | —1,619 | —0,590 | 1,719 | 0,395 | 58,448 
P1500 -0,529° | 21-711, | --0,591.' 1.720}. < 0,871 2) 89617 
1,224 | 0,422 | —1,769 | —0,573| 1,705 | 0,342 | 59,689 
1,296 | 0,334 | —1,798 | —o0,539 | 1,678 | 0,307 | 58,652 
1,368 | 0,264 | —1,801 | —0,491| 1,640 | 0,268 | 56,626 
1,440 | 0,207 | —1,782 | —0,433 | 1,594 | 0,226 | 53,797 
1,512 | 0,161 | —1,746 | —0,365| 1,541 | 0,181 | 50,389 
1,584 | 0,125 | —1,696 | —0,290| 1,483 | 0,134 | 46,625 
1,656 | 0,096 | —1,636| —0,211| 1,422 | 0,086 | 42,706 
1,728 | 0,072 | —1,567| —0,128] 1,358 | 0,036 | 38,803 
1,800 | 0,053 | —1,493 | —0,043) 1,293 |—0,013 | 35,056 


111 
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Tabelle II 
if ~~ 
x D 
2p 3p 4p 3d 4d 
1,872 | 0,038 | —1,416 | 0,042 | 1,227 | —0,062 | 31,565 -.. | 
1,944 0,024 —1,336 0,127 1,162 =0,111 | 28,398 S 
2,016 0,013 —1,257 0,211 1,097 —0,160 | 25,598 » | 
2,088 0,002 —1,177 0,292 1,034 —0,207 | 23,182 
2,160 —1,100 | 0,370 | 0,973 | —0,253 | 21,147 | 
—0,951 0,517 0,856 —0,340 18,147 t 
—0,815 0,648 0,748 —0,421 | 16,380 
—0,693 0,761 0,651 —0,494 | 15,556 
—0,585 0,857 0,564 —0,561 | 15,393 
—0,491 | > 0,937 | 0,487 | —0,619 | 15,642 
—0,411 1,000 0,419 | —0,671 16,101 


—0,342 | 1,047 | 0,359 | —0,716 | 16,623 
—0,283 | 1,082 | 0,307 | —0,754 | 17,103 
—0,234 | 1,104 | 0,262 | —0,786 | 17,478 
0,193} 1,115. }'00,223 | 0,819) 17,712 
| —0,159 |} 1,117 | 0,190 | —0,834| 17,793 
| 9,130] 1,111 |. 0,161 | —0850 | 17,7217 
| —0,107 1,098 | 0,137 | —0,862 | 17,508 
—-0,087"|. 11,079: | 0.176° 4-0, Bab ae 

56 : | 1e;732 09 
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Fi Tabelle I 
« NS 
f P ? f 
? 2p 3p 4p 3d 4d i 
4 
ie 8,064 0,284 —0,552 | 3,946 
if 8,640 0,220 —0,494 | 3,148 
, 9,216 0,169 —0,440 | 2,536 
; 9,792 0,130 4 —0,391 | 2,059 
. 10,368 0,099 s— | 0,347 | 13684 
10,944 | 0,075 —0,307 | 1,386 
11,520 0,057 | —6272 | 1,147 
12,096 j 0,043 —0,240 | 0,954 
12,672 0,032 —0,212 | 0,796 
13,248 0,024 —0,188 | 0,667 
13,824 0,017 —0,166 | 0,559 
14,400 _ 0,012 —0,146 | 0,470 
14,976 . 0,008 | —0,129 | 0,395 
16,128 0,002, | —0,100 | 0,281 ' 
17,280 | 0,078 ||) 0,200 
18,432 | ie | 0,061 | 0,143 
19,584 | | 3H | —0,047 | 0,102 
20,736 | ae arts ge we oo OS TE 0,073 
Deter | ey) et SP 0,028 1h 0,052) 
23,0407. 0 = =} Pe Mbeki Bh 0,022 | 0,037 


' = 24,192 | se 
— 25,344] 


26,496 
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In einer friiheren Arbeit hatte der eine der Verfasser [3] nachgewiese 
dass das in den Atomen auf ein ausgewahltes Elektron wirkende Potentialfe 


in guter Naherung fir jedes Atom in der Form 


4 uq Ze es" Of at Gar 


r 3 e r 1+ Agx e 1+Ax 


geschrieben werden kann. Hier bedeutet Z die Ordnungszahl des Atoms, e @ 
elementare Ladung, Z beim Ag-Atom 47 und Z, die effektive Kernladung 


Sage 
_| 


90 


xX— 


Abb. 1. Die radiale Dichte der Elektronen des Ag-Atoms. D in atomaren Einheiten ; 
x in 2,16fachen dimensionslosen Einheiten (siehe Text). 


einem Abstand r vom Atomkern; ferner ist x, = 0,7386 e? und o die Atoy 
dichte in. der Hartreeschen Naherung des »self-consistent field«. In der vorh¢ 
gehenden Arbeit wurde ausfiihrlich gezeigt, dass sich vom Gesichtspunkt c 
Potentials auch Z, und @ durch analytische Funktionen ersetzen lassen, 
fiir jedes Atom Kotor angeschrieben werden kénnen. Der auf der rechten Se: 


stehende Ausdruck von V zeigt diese analytische Form, in der die Werte 
Konstanten folgende sind : | 


Ayes 103 Tym = 1,08, a= 00408 


Die in Gl. (1) vorkommende Linge 


pag Ee __ 0,8853 
F ig ape Z118 0 


ist aus der statistischen Atomtheorie gut bekannt. 


ata Sy 
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Da das Potential (1) kugelsymmetrisch ist, kann man die Lésung der 
tchrédinger-Gleichung in der Form 


l= i. Yem (#7, 7) (4) 


Be chmen, so dass man zur Bestimmung des radialen Teils die Differential- 


eo. 
jleichung 


df. 5: | ee was, PS L(i+ 1) 
aA Roe a ¢ a == 0) 5 
a [eet 1+ Ax x \r (°) 


halt. In der Gl. (5) hangt e = 2Eu?e 2a) 1 mit dem Energieeigenwert E zusam- 
eine ase 8 = 
en, ausserdem ist y =2Zua) sowie $ = me %aC 0,88532e 2 a;, wo C= ayy Wi Rene 


Nie Gl. (5) wurde mit den Randbedingungen 
Ase i ae 
f© (0) =konst. , (6) 
lim f(x) = 0, 
x—> co 
Tabelle II 
ie mit dem universellen Potential bestimmten Energieterme der Elektronen des Ag-Atoms 
d die Réntgentermwerte nach LANDOLT und BORNSTEIN. (Es werden die arithmetischen 


ittelwerte der Rontgendubletten angegeben. Als Wert des 5s-Terms steht die erste Ionisations- 
energie.) Die Energiewerte in atomaren Einheiten von e?/ap. 


Universelles 0,214 
Potential 915,95 130,82) 23,26) 3,22 | q’o44 


Nach LANDOLT— | 939 67| 140,21] 26,49) 3,57 | 0,278 
BORNSTEIN 


3d 4d 


Universelles "| 182,65]: 19,70}) 2,12} 12,65) 0,375 
Potential ; 


Nach LANDOLT— | 196 65) 21,68) 2,14 | 13,67) 0,195 
BORNSTEIN 
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gelist. Der Gang der Lésung folgte dem in der vorhergehenden Arbeit bi 
schriebenen. Die normierten radialen Eigenfunktionen sind tabellarisch zyj 
sammengestellt. In den Tabellen I und II wird auch die radiale Dichte des Ajj 
Atoms angegeben und in Abb. 1 veranschaulicht. In der Abbildung sind dij 
den einzelnen Schalen entsprechenden Gipfel gut ersichtlich. | 

Das Ag ist eines der Edelmetalle. Die Elektronenkonfiguration des Aj 
Atoms ist in der iblichen Bezeichnung . 


(1s)? (2s)? (2p)° (3s)? (3p)6 (3d)? (48)? (4p)? (4d) 5s . 


Die Besonderheit der Elektronenverteilung des Ag-Atoms besteht darin, da‘ 
ausserhalb der abgeschlossenen d-Schale ein Valenzelektron vorhanden ist. DI 
von uns berechneten Energieeigenwerte der einzelnen Elektronen sind in Tabell 
III zusammengefasst, wo auch die entsprechenden Réntgentermwerte ang} 
geben sind. Vergleicht man die Werte der Tabelle mit den Angaben ander 
Berechnungen, so kann man feststellen, dass die Abweichung der Energii 
eigenwerte von den Réntgentermwerten nicht den bei den »self-consisten 
field«-Berechnungen tiblichen Prozentsatz tberschreitet. | 

Das 5s-Elektron sei bier noch einer gesonderten Betrachtung unterzoges 
Die Eigenfunktion des 5s-Elektrons hangt stark vom inneren und dusserd 
Ablauf des Potentials ab, so dass dieser ein dusserst empfindlicher Masssta 
seiner Giite ist. In den inneren Feldteilen ist das Verhalten der Eigenfunktia 
deswegen von Bedeutung, weil dieser Feldteil die Gréssenordnung des Energii 
eigenwertes bestimmt. Der dussere Feldteil ist dagegen deshalb von Bedeutun: 
weil der dussere Ablauf der Eigenfunktion viele Atomeigenschaften entscheiden 
beeinflusst. Von einer Erérterung des Verhaltens des Potentials im inneré 
Feldteil sei hier abgesehen, weil ein Blick auf die Eigenwerte geniigt, um df 
Richtigkeit des Obengesagten zu bestiatigen. In der vorhergehenden Arbe} 
wurde gezeigt, dass das Potential auf einem bedeutenden Gebiet des aussere 
Teiles coulombartig ist, obwohl es in grésseren Entfernungen rascher ve} 
schwindet. Um den Einfluss dieses zweifellos nicht richtigen Verlaufs auf de 
Eigenwert und die Eigenfunktion untersuchen zu kénnen, wurde im dusserd 
Feldteil das Potential modifiziert und der Energieeigenwert und die Energii 
eigenfunktion des 5s-Elektrons auch mit dem modifizierten Potential bestim a 
Die Modifikation erfolgte auf folgende Weise. In den ausseren Feldteilen wild 


e 
das Coulombscbe Potential —— biszujenem r-Wert genommen, bei dem di 


Wert des universellen Potentials (1) den Wert des Coulombschen Potenti 
erreicht. Weiter innen wurde das Potential (1) benutzt. Da sich die Ableitunge 
der beiden Potentiale im erwahnten Punkt nicht allzusehr voneinander uni} 
scheiden, konnte angenommen werden, dass sich die beiden Potentiale nick 


meinem Punkt, sondern in einem kleinen Bereich aneinander anschliessei 


a ne 
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§. zw. so, dass auch die Ableitungen kontinuierlich ineinander ibergehen. Auf 
Hese Weise ist es nicht notwendig, mit einer Oherfldshenladungsverteilune 
fu rechnen. In dem kleinen Bereich kann die Veranderung des Potentials ver- 
fachlassigt werden. In Tabelle III ist der erste Wert in der Kolonne des 5s-Elek- . 
jrons der mit dem urspriinglichen und der zweite der mit dem modifizierten 
Potential berechnete. Es ist ersichtlich, dass der mit dem modifizierten Potential 
estimmte Energieeigenwert nur wenig von dem urspriinglichen abweicht . 


§ 07 


lbb. 2. Die Eigenfunktionen f der 5s-Elektronen des Ag-Atoms. a) Mit dem universellen Poten- 
al berechnet. b) Mit dem modifizierten Potential bestimmt. fin atomaren Einheiten von 1/a,’/2 
xin 7,2fachen dimensionslosen Einheiten (siehe Text). 


Yer in der Eigenfunktion bestehende Unterschied ist dagegen, wie dies aus der 
.bb. 2 hervorgeht, in den dusseren Teilen ziemlich gross und kann insbesondere 
ei der Berechnung von Atomeigenschaften, bei denen dieser Feldteil starker 
1 Betracht kommt, sogar sehr bedeutend sein. 

Das Verhalten der Dichteverteilung des Atoms in den vom Atomkern 
ntfernten Teilen kann am besten durch den Wert der diamagnetischen Suszepti- 
itat charakterisiert werden, weil dieser in dusserst empfindlicher Weise selbst 
ion kleinen Veranderungen der Dichte beeinflusst wird. Die diamagnetische 
iszeptibilitat lasst sich durch die Formel 
emis 


7 (7) 


caked, 
“A 6mc2 
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ausdriicken, wo L die Loschmidtsche Zahl, c die Lichtgeschwindigkeit bedeut| 
und 


r2 = { or? dv. ( 


In Tabelle IV sind die Werte des Beitrages der einzelnen Elektrone 
gruppen zur diamagnetischen Suszeptibilitat des Ag*-Ions angegeben. Es || 
héchst interessant, dass unter allen Untergruppen der Beitrag der (4d)1°-Grup} 
am betrichtlichsten ist und etwa 2/, des Gesamtwertes ausmacht. Uns¢ 


Tabelle IV 


Der Beitrag der Elektronengruppen des Ag*-Ions zur diamagnetischen Suszeptibilita? 
des Ag*-Ions. Die Werte der Teilsuszeptibilitat sind in Einheiten von 10—* em? Mol? | 


angegeben 
| 
Zz x vis 
(1s)? 0,002. | 
| 
(2s)? 0,036 (2p)® 0,081 | 
(3s)? 0,263 (3p) 0,764 (3d)° 1,541 | 
(4s)? 1,677 (4p) 5,983 (4d) | 20,375 
s-Elektronen | 1,978 p-Elektronen| 6,828] d-Elektronen| 21,916 


Berechnungen beziehen sich auf das freie Ag*-Ion, wobei sich fiir dessen dl 
magnetische Suszeptibilitat ein Wert von —30,721 10~* cm*® Mol ergill 
Aus Messungen an festen Kérpern ist die diamagnetische Suszeptibilitat 
Ag*-Ions ebenfalls bekannt, ihr Wert betragt —24,10 10~* cm® Mol) 
Vor dem Vergleich dieser beiden Werte ist indessen zu betonen, dass sich 
letztere Wert auf das in einem festen Kérper befindliche zusammengedriick 
Ag*-Ion bezieht. Zieht man diesen Umstand in Betracht, so kann die Ubere# 
stimmung des berechneten und des empirisch bestimmten Wertes der dl 


magnetischen Suszeptibilitat als sehr gut angesprochen werden. 
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COBCTBEHHbIE ®YHKIIMH VU IHEP SJIEKTPOHOB Ag-ATOMA C YUET 
OBMEHA SJIEKTPOHAMM } 
P. PAIWNAP u K. MOJIBHAP—HBAHEUKO 

Peswme 


Onpefensorca cOOcTBeHHEIe (PyHKUMM M 9HEPrHu BIeKTPOHOB aTOoma Ag mp TOMO; 
YHUBepCaIbHOH, NOTeHIMAIbHOH dyHKunN. Tak Kak yHUBepcanbHbii NOTeHUMAN, BSATHI 
OcHOBy, COJep KUT B ceOe HM SHEprni OOMEHA, CeAOBaTeNbHO COOcTBeEHHHIe yHKUMH oud 
yHooubl 1A OnpeqeneHuA ATOMHEIX cBOlicTB. MIpumeneHueM 9TOFO NOTeHMaNa BLIYMCHAN! 
AWaMarHUTHaA BOCIIPHHMYMBOCTh MoHa Ag+ (— 300721 10—®cB. cm. Momb—?), STO aeT OBOE 
xopomiee copnayenue c 9MNMpH4ecKUMM 3HaveHuAMU (—24,10 10—* KB. cB. MONb—!), 
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UBER DIE BINDUNG DES METALLISCHEN SILBERS 
Von 


R. GAspAR und B. MotnAr 


ORSCHUNGSGRUPPE FUR THEORETISCHE PHYSIK DER UNGARISCHEN AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN 
BUDAPEST 


(Vorgelegt von P. Gombas. — Eingegangen: 11. I. 1956) 


In der vorliegenden Abhandlung werden die Gitterenergie und die Gitterkonstante des 
Betallischen Silbers mit Hilfe des von GoMBAS ausgearbeiteten Metallmodells berechnet, wobei 
ich der Einfluss der aus dem Uberlappen der Ionen resultierenden Energie auf die Gitterenergie 
“atersucht wird. Die Berechnungen bestatigen die aus den Berechnungen fiir das Kupfer 
eervorgehende Erfahrungstatsache, dass das Uberlappen der Silberionen fiir die Bindung wesent- 
ich ist. Die aus dem Uberlappen resultierende Energie ist im Ag etwa das Doppelte wie im Cu. 


Die Edelmetalle nehmen in mehrfacher Hinsicht eine besondere Stellung 
nter den Metallen ein. Sie besitzen ahnlich wie die Alkalimetalle ein Valenz- 
ektron, doch befindet sich dieses Valenzelektron ausserhalb einer abgeschlosse- 
en dusseren (nd)!°-Schale, im Gegensatz zu der edelgasartigen ausseren (ns)? 
ip)®-Schale der Alkalimetalle. Die Elektronendichte der (nd)1°-Scbale ist selbst 
och am Rande der Elementarzelle nicht vernachlassigbar klein, so dass das 
berlappen der Elektronenwolken der Ionen zu beriicksichtigen ist. Fucus [1] 
ies als erster darauf hin, dass man beim metallischen Cu infolge des Uber- 
uppens der Elektronenwolken im Ausdruck der Gitterenergie des Metalls ein 
tlied einfiihren kann, dass die als Folge des Uberlappens eintretende Energie- 
Feranderung gut beschreibt. Dieses Glied ist beim metallischen Cu bei jenem 
ernabstand, wo Gleichgewicht herrscht, klein, doch nimmt es mit der Ver- 
ain derung des Kernabstands so rasch zu, dass es auch eine starke Abnahme 
Jer potentiellen Energie auszugleichen vermag. Ohne dieses Glied wiirde das 

‘u-Gitter zusammenbrechen. Im Cu-Metallgitter stiitzen sich also, anschaulich 
esprochen, die Ionenwolken aufeinander und halten so das Gitter. Aus TabelleI 
Seht klar hervor, dass auch bei den iibrigen Edelmetallgittern eine ahnliche Lage 
jesteht. In dieser Tabelle werden die Radien der sogenannten Elementarkugeln 
Howie die Radien der Edelmetallionen nach PavuLine [2] angegeben. Aus 
Jer Tabelle ist ebenfalls gut ersichtlich, dass das Uberlappen der Elektronen- 
. volken der Ionen beim metallischen Cu am kleinsten ist, wahrend. es bei dem 
aetallischen Ag und Au wesentlich gréssere Werte zeigt. Eine der Folgen 
liervon ist, dass die Korrektion der aus dem Uberlappen herriihrenden Energie, 
lie beim metallischen Cu in der Gleichgewichtslage noch gering ist, beim metalli- 
chen Ag und Au bereits wesentlich gréssere Werte annimmt. Laut unserer 
3erechnungen ist dieses Energieglied in der Gleichgewichtslage beim metalli- 
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schen Ag etwa doppelt so gross wie beim metallischen Cu, wobei es auch be 
metallischen Ag — abnlich wie beim metallischen Cu — sehr rasch mit \ 
Verminderung des Kernabstandes zunimmt. Die theoretische Erérterung « 
Edelmetalle wird sehr durch den Umstand erleichtert, dass zur Berechnt 
ihrer Bindung von Gompds [3] eine Methode ausgearbeitet wurde, die mat 
matisch wesentlich leichter zu handhaben ist als die von FUCHS angegebs 
Methode und deshalb auch leichter verallgemeinert werden kann. Die Methe 
von GomBAS weist ausserdem auch noch den Vorteil auf, dass sie keine 
empirische oder halbempirische Konstante enthalt. Fiir die Edelmete 
wurden neulich Berechnungen mit einem verallgemeinerten halbempirisck 


Hellmannschen Potential durchgefihrt [6]. 


Tabelle I 
Die einwertigen Jonenradien der Edelmetalle. Die Radien sind in Einheiten von A angegel 


Cu Ag Au 


Flachenzentriertes kubisches Gitter 


| 
»Einwertige lonenradien« nach PAULING 0,96 L20.sh) dead. 
Radien der Elementarkugeln ......... 1,41 UBS ea! 


In der vorliegenden Arbeit wurden die auf die Gitterenergie beziiglicl 
Berechnungen mit der von GomBAs [3] zur Deutung der Bindung der Ec 
metalle ausgearbeiteten Methode durchgefiihrt. Diese Methode ist in der ol 
angegebenen Arbeit von GOMBAS ausfiihrlich geschildert ; um Wiederholun; 
zu vermeiden, sollen deshalb hier bei jenen Formeln, die auch bei Gomi 
zu finden sind, die dort stehenden Bezeichnungen benutzt und hier nur 
abweichenden Ziige eingehend diskutiert werden. Das wesentliche Merk: 
der Methode von Gomsds besteht darin, dass sie die Bewegung der Met 
elektronen in einem modifizierten Potentialfeld untersucht. Dieses modifizie 
Potentialfeld ist so beschaffén, dass es die Orthogonalisierung der Eigenfunk 
nen der Metallelektronen auf die Eigenfunktionen des Rumpfelelektrons il 
fliissig macht, weil sie die Zunahme an kinetischer Energie der Metallelektron 
die als Folge des Pauliprinzips auftritt, in Form von potentieller Energie beri 
sichtigt. Gerade die um diese potentielle Energie (das dieser entsprechet 
Potential wird von GomBAs in seiner Arbeit mit F bzw. G bezeichnet) erweite 
elektrostatische potentielle Energie ist die modifizierte potentielle Ener; 
Von den modifizierenden Potentialen ist das mit G bezeichnete konsequer 
und allgemeiner anwendbar. 

Der Ausdruck der Gitterenergie besteht demgemiass aus folgenden Teil 
a) die gegenseitige Wechselwirkungsenergie Ec + E, + Ey + Ex der als 
betrachteten Metallelektronen; 5 ) die Klassische elektrostatische Wech 
wirkungsenergie We +- We zwischen den Metallelektronen und dem Jor 
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jumpf, der Durchschnittswert Wx des modifizierenden Potentials, ferner die 
a.ustauschwechselwirkungsenergie Wa, und die Korrelationswechselwirkungs- 
mergie Wy der Metallelektronen mit den Rumpfelektronen ; c) schliesslich 
lie im ersten Teil ausfiihrlich besprochene gegenseitige Wechselwirkungsenergie 
ds der Ionen. Die Summe der obigen Glieder ergibt die Gitterenergie 


U(R)=Ec+ Ea+ Ew+ Ex+Wet+Wet+Wat+Ww+Wxn+Hs. (1) 


1/3 
6 der Radius der ein Atom enthaltenden Elementar- 


Hier ist R= os |e 

V2\2x 
qsugel und 6 die kleinste Entfernung von zwei Ag-Atomkernen im Gitter des 
‘etallischen Ag. 

Zur Berechnung des Energiegliedes W4 benutzt GoMBAS beim metalli- 
tchen Cu die genauere Formel (3,15), bei unseren Berechnungen wurde indessen 
Mit der weniger genauen, aber auch bei Alkalimetallen gut bewahrten Formel 
'3,16) gearbeitet. Wie aus einigen Kontrollrechnungen hervorging, weichen 
die durch die beiden Formeln erhaltenen Ergebnisse bei uns nicht allzusehr 
qvoneinander ab. Der Grund hierfir liegt darin, dass die Dichte des Ag” -Ions 
innerhalb der Elementarzelle einen relativ weit grésseren Wert annimmt als 
dbeim Cu -Ion. Eine andere Abweichung bei den von uns durchgefiihrten Berech- 
mungen war, dass die in der Formel (3,16) vorkommende Integrationsgrenze 
, so gewahlt wurde, dass r, derjenige Radiuswert war, bei dem die Elektronen- 

3 

= | = 0,003074 annimmt. Dieser 
eae a’ 

WDichtewert ist die Grenzdichte des auch um die Korrelation erweiterten Thomas — 
Fermi— Diracschen Atommodells [4]. Bei kleineren Werten von R kam es vor, 
adass R < r, war. In diesem Falle wurde natiirlich als obere Grenze der Integration 
der Radius der Elementarkugel gewahlt. Selbstverstandlich wurden in diesem 
Falle die Dichten aufs neue normiert. Da bei den Berechnungen auch die Korre- 
lationsenergie in Betracht gezogen wurde, darf die obige Wahl als berechtigt 
angesehen werden. Es sei hier bemerkt, dass es auch dann keine allzu grosse 
Anderung bedeuten wiirde, wenn bei diesem Kriterium ahnlich wie von GOMBAS 
die Grenzdichte des Thomas—Fermi—Diracschen Atommodells verwendet 
worden ware, weil in diesem Falle fast immer der Radius der Elementarkugel 
wegen R <r, die obere Grenze der Integration bestimmt und, sich so die obere 
Grenze der Integration um die vorherige Grésse bewegt. 

Bei den konkreten Berechnungen wurde so vorgegangen, dass die in der 
vorhergehenden Arbeit [5] bestimmte Verteilung der inneren Elektronen des 
Ag-Atoms als gleich der Elektronenverteilung des im metallischen Ag befindlichen 
Ag*-Ions angenommen wurde. In diesem Schritt sind zwei Naherungen ent- 
halten. Es ist offenbar, dass die metallische Bindung die Verteilung der Elektro- 
men des Ag‘-Ions nur in den dusseren Feldteilen in staérkerem Ausmass ver- 


Qdichte des Ag -Ions den Wert 0) = 


7 
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andert. Auf diese Weise vermag sie nur die fussersten Elektronen des Ag” -Ton| 
stirker zu beeinflussen. Unter diesen wiederum kommen,wie dies aus den Bereclhi 
nungen iiber die Suszeptibilitat hervorging, am ehesten die dussersten (4dij 
Elektronen in Frage. So kann man denn in guter Naherung fur die wbriges 
Elektronen des Ag*-Ions tatsachlich die dem Ag-Atom entsprechende Elektré 
nenverteilung annehmen. Die Verinderung der Verteilung der (4d)-Elektrone 
ist eine dusserst schwierige Aufgabe und die statistische Theorie bietet hid 
eine leichtere Lisungsmdéglichkeit: man beriicksichtige die Deformation: 
energie durch das Energieglied Hs und sehe als erste Naherung von der Ve: 


anderung der Dichte ab. 


Tabelle II 


Die Gitterenergie des metallischen Silbers bei verschiedenen Werten von R. Die Energiewert 


2 
: . : ‘ e 

der Tabelle sind in Einheiten von — angegeben. | 
a 

0 


R 2,95 | 2,96 2,97 2,98 2,99 3 | 31 
ue —0,0172 | —0,0172 —0,0172 | —0,0172 —0,0172 | —0,0172 | —0,017 
A,/R —0,4800 area, —0,4767 | —0,4751 | —0,4736 lowe —0,45 
A,/R2 0,2132|  0,2117 03103" 0,2089|} 0,2075| 0,2061 
A,/R® 0,1181 : 0,1169| 0,1158 : 0.1146 0.1135 0.1123 : 
Wa —0,2498 | —0,2480 | —0,2462 | —0,2444 | —0,2426 9.2409. —0,224 
Wwe —0,0325 | —0,0322 et) —0,0318 | —0,0315 | —0,0313 ay) 
Hs | 0,0356 | 0,0340| 0,0326| 0,0314| 0,0303|  0,0295 j 
U —0,4162 | —0,4132 | —0,4134 | —0,4136 | —0,4136 | —0,4135. 


Die Ergebnisse sind in Tabelle IT zusammengefasst. Aus den zusammert 
gestellten Angaben geht hervor, dass die Energie ihren Minimalwert bei d 
Elementarkugel vom Radius Ry = 2,99 a, annimmt und dass sie Uy) = 0,4136 2 
= 11,26 eV betragt. Bei der Berechnung der Sublimationsenergie ist de 
Wert der ersten Ionisationsenergie des freien Atoms von der Gitterenergie zt 
subtrahieren. Der Wert der Ionisationsenergie ergibt sich auf Grund exp er 
menteller Ergebnisse zu I =7,58 eV. Auf Grund von eigenen Berechnuni 
gen [5] wurde mit dem urspringlichen universellen Potential ein Wer 
or I =5,835 eV und mit dem in I/r titbergehenden modifizierten Potert 
tial ein solcher von I =6,647 eV erhalten. Die entsprechenden  theore 
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Mschen Werte der Sublimationsenergie betragen S = 3,68 eV bzw. S —5,42 eV 
bzw. S = 4,61 eV. Unter diesen stimmt der mit der experimentell 
estimmten [onisationsenergie berechnete Wert S =3,68 eV am_ besten 
fait dem empirischen Wert S = 2,95 eV iiberein. Wie bei den zwei rein theore- 
Misch berechneten Werten ersichtlich, beeinflusst der Ablauf des Potentials 
tlen Wert der Ionisationsenergie und zugleich damit auch den durch reine 
Berechnung ermittelten Wert der Sublimationsenergie in hohem Grade. Es ist 
“iu bemerken, dass in keinem der berechneten Werte der Ionisationsenergie die 
Worrelationswechselwirkungsenergie mit dem Atomrumpf enthalten ist. Somit 
‘st es verstandlich, dass die als Differenz zwischen der Gitterenergie und dieser 
Sonisationsenergie erhaltene Sublimationsenergie grésser als der gemessene Wert 
est. Ferner wird auch verstandlich, dass der Wert der Sublimationsenergie, 
“wenn man mit der experimentell bestimmten IJonisationsenergie rechnet, sehr 
igut mit dem experimentellen Wert itibereinstimmt, da ja in der experimentell 
ermittelten Sublimationsenergie offensichtlich auch die Korrelationsenergie 
mthalten ist. Diese Tatsache weist zugleich darauf hin, dass der Wert der 
dsitterenergie sehr gut ist, was auch noch dadurch bewiesen wird, dass der 
lurch Berechnungen bestimmte Radius der Elementarkugel (siehe weiter oben) 
behr gut mit dem experimentellen Wert R = 3,01 a) tbereinstimmt. 
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_ 8B padore onpeqenasmch 9HeprMuac MW MOCTOAHHAA PeWIeTKM MeTAJIINYeCKOrO cepeOpa npn 
OMOlM MeTannuuecKol MofemM, paspa6oTaHHoM TomOamem. IloaBepranoch uccieqOBaHHto 
IPOUCXQAAMIee OT NepeKPbIBAHHA MOHOB AelicTBHe CHepruM Ha SHepruio PeLleTKU. PacuerTbl 
ABTOPOB NOATBEp KAaeT BLIBOAMMbIM U3 PacueTOB OTHOCHTEJIbHO Cu OnmbITHbIM —PaKT, 10 KOTOPOMy 
MepeKpbiBaHue HOHOB cepeOpa urpaeT cyMIecTBeHHYy!0 AA CBASH POb. QHePruA, MpPOUCXOAA- 
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DIE BERECHNUNG DER ELEKTRONENVERTEILUNG 
DES O?'-IONS MIT DER VARIATIONSMETHODE 


Von 
R. GAspAR und P. CSAVINSZKY 
4 FORSCHUNGSGRUPPE FUR THEORETISCHE PHYSIKALISCHES INSTITUT, TECHNISCHE 
PHYSIK, UNGARISCHE AKADEMIE DER UNIVERSITAT, BUDAPEST 


WISSENSCHAFTEN, BUDAPEST 


(Vorgelegt von P. Gombds. — Eingegangen: 11. I. 1956) 


Nach der Untersuchung einiger Fragen im Zusammenhang mit der Existenz des hypothe- 
chen 0? -Ions im gebundenen und freien Zustand wurden zur wellenmechanischen Erérterung 
T O*-Ions die fiir neutrale Atome mit kleiner Ordnungszahl gut anwendbaren Naherungs- 

jenfunktionen vom Morse— Young—Haurwitz-Typ (MYH-Typ) herangezogen. Die Gesamt- 
Hergie des O? -Ions, die die Summe von Teilenergien ist, die den Charakter der kinetischen 

d potentiellen Energie aufweisen, wurde auf Grund des Fockschen Energieausdruckes berech- 
wt, wobei bewiesen werden konnte, dass der Virialsatz an der Stelle des Energieminimums 
akt giiltig ist. Es wurde festgestellt, dass die durch die MY H-Methode gegebenen Naherungs- 
meln in Ubereinstimmung mit den bei den neutralen Atomen gemachten Erfahrungen auch 
5i negativen Ionen die Werte der Variationsparameter gut approximieren. Schliesslich wurde 
teh einen Vergleich zwischen der auf Grund der MYH-Methode berechneten Energie und 
ektronendichte des O?-Ions und der mit der Slaterschen Methode ermittelten Werte nach- 
wiesen, dass die Slatersche Methode zu tieferen Energiewerten als die MYH-Methode fiihrt, 
‘sim schnelleren Verschwinden der mit Slaterschen Funktionen bestimmten radialen Elektro- 
ndichte zum Ausdruck gelanst. 


Die Verfasser der vorliegenden Abhandlung gingen in einer friiheren 
beit [1] von der Annahme aus, dass bei quantenchemischen Berechnungen 
iele sauerstoffhaltige anorganische Verbindungen in guter Naherung so 
trachtet werden kénnen, als ob sie aus negativen O?—-Ionen und entsprechen- 
’n positiven Ionen in elektrovalenter Bindung aufgebaut waren. 

Die Naherung besteht einesteils darin, dass diese Verbindungen in der 
irklichkeit bereits in mehrfacher Hinsicht eine Abweichung vom reinen 
ktrovalenten Bindungstyp aufweisen; andernteils ist schon die Annahme 
m doppelt negativ geladenen O?-Ionen als Bestandteile des freien Molekils 
er der kristallinen Verbindung eine Hypothese, da es bisher noch nicht gelungen 
t, ein solches Ion experimentell nachzuweisen. | 
Auf die Instabilitat des freien Ions scheinen auch die auf Grund ver- 
hiedener Theorien abgeleiteten Elektronenaffinitatswerte [2] hinzuweisen, 
e negativ sind, wenn man die Elektronenaffinitaét als Energiemenge definiert, 
e bei der gleichzeitigen Vereinigung von zwei Elektronen und dem Sauer- 
offatom frei wird. Dagegen weist die Tatsache, dass zahlreiche Metalloxyde 
ein kubisch flachenzentriertes Gitter kristallisieren, das ein charakteristisches 
mengitter ist, auf das Vorhandensein des 0? -Ions im Kristallverband hin. 
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Die Berechnung der Elektronenverteilung 


Es erscheint zweckmassig, fiir die wellenmechanische Erérterung di 
Q2--Ions die von Morse, Younag und Havrwitz [3] eingefihrten Funkti 
nentypen zu wahlen, mit der bei der Berechnung der Elektronenverteilu: 
von neutralen Atomen mit kleiner Ordnungszahl sehr gute Ergebnisse erzid 
wurden. Von einer Begriindung und eingehenden Erérterung dieser Naherung 
methode sowie von einer Besprechung der von DUNCANSON und COULSON [| 
durchgefiihrten Untersuchung der dort begangenen Fehler sei hier, da di 
die vorliegenden Berechnungen nicht berithrt, abgesehen und nur auf ¢ 
ursprungliche Arbeit verwiesen. 

Die Berechnung der Elektronenverteilung des O?~-Ions, das eine El 
tronenkonfiguration des Neons, d. h. (1s)? (2s)? (2p)* und einen 1S-Grundzusta} 
besitzt, erfordert die naherungsweise Lésung eines wellenmechanischen Zehnte 
chenproblems. Die Naherung vom MYH-Typ erméglicht es im Gegensatz 
Methode von SLATER [5], die im O?—-Ion befindlichen 1s-, 2s-, 2p-Elektron 
typen durch verschiedene Funktionen auszudriicken, sie ist also koni 
quenter als die Slatersche Methode. Die Lésung der Aufgabe erforde 
eine auf der Variationsmethode beruhende Rechnung mit vier Parameter 


Die Naherungseigenfunktionen vom MYH-Typ sind folgende : 


Ps = (4/12 ear oe Yoo» 
r 
s/he 1/2 =the 3A —— OP Te P, 
pos = ("'/aan)1? [re — (PA/u)e*"] = — Yoo, 
sae y 4 


P. 
: — (udc5) \1/2 SE eS 
Pop, = (°°) ,)1!2 reos Be" = ) 
. 


5¢5 : Bo 
Pops = ("/oq)*? 7 sin Be Mer =i? — —8 Vy a1, 
r 


wo a, 6, c und yw Variationsparameter sind. Der Parameter ju ist ein Ska 
faktor, dessen optimaler Wert analytisch berechnet werden kann, wahre 
die Bestimmung der optimalen Werte von a, b und c nur numerisch mégli 


ist. Die Konstante A lasst sich aus der Orthogonalitatsbedingung ermitte 
Thr Wert betrigt | 


A = (ON ical : ; 
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tie Konstante N ist gleichfalls eine bei der Normierung auftretende Grésse, 
ur Wert betrigt 


N=I— eas nese ai Fel Ae 


Yer Wert der Funktionen P; lasst sich aus den Gln. (1) bestimmen. 

Erganzt man die so umgestalteten Funktionen auch noch formal durch die 
§pinvariablen a und f, so kann man aus diesen vollstindigen Einelektron- 
tigenfunktionen auf Grund der Methode von SLATER [6] die total antisym- 
thetrische Eigenfunktion-® des O? -Ions als eine Determinante 10. Ordnung 
Bafbauen. 

Wie bekannt, ist diese in Determinantenform angesetzte Funktion, die 
ich aus Einelektroneigenfunktionen aufbauen lasst, die beste, weil sie auch 
jen sogenannten Austauscheffekt zwischen den Elektronen beriicksichtigt 

| Die nachste Aufgabe besteht nun darin, diejenigen optimalen Werte der 
Varameter a, b, c und yw zu suchen, bei denen die Gesamtenergie des O? -Ions 
“in Minimum ist. Der Umfang der hierbei auszufithrenden Rechenarbeit wird 
yesentlich durch den Umstand vermindert, dass MorRsE, YouNG und Havurwitz 
ei der Untersuchung der von ihnen berechneten Fille folgende Naherungs- 
@rmeln zur Ermittlung der optimalen Werte der Parameter hergeleitet haben : 


a= 24 EEDELY  K_y3 == (K+), 4 CFEF ET 7 cys 


c= 0,80 a 0,20 L — 0,05 ie acters pak aloe apn = Z— 0,30 (K = 1) E) 


lvo K die Zahl der 1s-Elektronen, L die Zahl der 2s-Elektronen, L’ die Zahl der 


Tp-Elektronen und Z die Ordnungszahl bedeutet. 


Der Hamilton-Operator des O? -Ions (in atomaren Einheiten) lautet 
2 


ie OX Te ee 
aS SSI ES ee (2) 
< pa res ti hrc ia a Tik 


"Ox? “Oy? > Oa? 


er Laplace-Operator, N, =10 die Elektronenzahl des O? -Ions und Z =8 
ie Ordnungszahl des O? -Ions ist. Das neben dem Summenzeichen im dritten 
slied der Gl. (2) stehende Komma bedeutet, dass das Glied j = k bei der Summa- 


* 


ion auszulassen ist. 
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Wird der Mittelwert des Hamilton-Operators nach ® gebildet, so gelan i 


man zum Fockschen Energieausdruck ' 
E=Ex+Ec+EwtEa, ( 


wo Ex die kinetische Energie der Elektronen, Ec die aus der elektrostatischaj 
Wechselwirkung zwischen den Elektronen und dem Atomkern herriihrend/ 
potentielle Energie, Ey die aus der gegenseitigen elektrostatischen Wechsej 
wirkung der Elektronen resultierende potentielle Energie und E, die Au 
tauschenergie der Elektronen bedeutet, die gleichfalls eine Grésse von di 
Natur der potentiellen Energie ist. Die zur Bestimmung der in der Gl. (3) en 
haltenen einzelnen Energieglieder dienenden Ausdriicke sowie ihre explizij 
Form als Funktion der vier Parameter werden im Anhang angegeben. 
Bestimmt man das Minimum der Energiefunktion (3) durch Variatio} 


| 
so ergibt sich 
Deg eter d eet | 


ao 


An der Stelle des Energieminimums betrigt der Wert der Teilenergien 


e2 e2 e2 e2 
Ex = 73,61 —, E, = — 184,68 —, Ey = 38,54 —, E, = — 1,08 —_4 
a dy ay aM | 


In Kenntnis dieser Werte ist es nunmehr auch médglich, die Giiltigke 
des Virialsatzes zu untersuchen, der in folgender Form geschrieben werden kan 


2Ex = —(Ec+ Ew+ Eas): | 


Man kann sich durch eine einfache Substitution davon iiberzeugen, da 
der Virialsatz an der Stelle des Energieminimums exakt giiltig ist. 


Diskussion 


Die Gesamtenergie des O?~-Ions betrigt bei Berechnung mit der Slat« 
ea 
schen Methode Es, = — 74,11 PR sie ist also im Absolutwert grésser als di 


' 0 

mit der MYH-Methode berechnete Wert, was einerseits darauf zuriickzufiihrt 
ist, dass die Slatersche Methode die 2s- und 2p-Elektronen in gleicher We 
behandelt, andererseits darauf, dass es in der Slaterschen Methode nicht mdglii 
ist, die effektiven Kernladungen zu variieren, weil die einfacben Slaterseh 


Funktionen nicht orthogonal zueinander sind. 4 | 
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Im Endergebnis ergibt sich das O2--Ion aus der Slaterschen Methode 
*s stabiler als aus der MYH-Methode, was in Abb. 1 anschaulich dargestellt 
“t, wo die mit dec Slaterschen Methode berechnete radiale Elektronendichte 
jeniger rasch abfallt als die mit den MYH-Funktionen bestimmte. 

Die optimalen Werte der Variationsparameter und die von dec MYH- 
lethode gegebenen Approximationswerte sind in Tabelle I enthalten. 


= 
~ 
te 


a 10 20 0 40 cia 


Abb. 1. Die radiale Elektronendichte des O?—-Ions. a) Mit MYH-Funktionen berechnet. 
b) Mit Slaterschen Funktionen berechnet. (r und D in atomaren Einheiten). 


1 Tabelle I 


Die die Eigenfunktion des O?—-Ions bestimmenden Variationsparameter 


Parameter Optimal Approximativ 
a 3,692 3,714 
b 3,425 3,429 
c 0,8789 0,8750 
M 2,0829 2,0731 


_ Es ist ersichtlich, dass die auf zweierlei Weise berechneten Werte ziemlich 
t miteinander iibereinstimmen. Die approximativen Werte erméglichen also 
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An dieser Stelle sei L. Pécs fiir seine Hilfe bei der Durehtn hia i 
Berechnungen gedankt. 
ANHANG 


Die in der Gl. (3) vorkommenden einzelnen Energieglieder kénnen 1 
Hilfe der folgenden Formeln berechnet werden eal fe 1 


i ee aaa vie ar ee »P3| dr, ; 
dr To t 
: | | 
Dis =~ [Fon + 2P3-+ 6P3) dr, 
Ew= f [per + 2? + 6F®) (2P? + 2P3+ 6P%) — 
— Fi! P}— 2 P}—3 (FP + 2FP) PS] ar, . 
E,=— | (2F3! P,P, + OF}! P P, + OF}? Py P,) dr. 2 || 
: 3 ; m - 4 
Die im Ausdruck fiir Ey stehenden Rankeonen pik sind anf a 
_hende Weise definiert : 3 
s 


Ale cronies 


age, 
ae 
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Init denen ausgedriickt 


3 


D 
A= ry und N = 1 — 48 4G4 + 3.42 B3, 


Hann lautet die explizite Form der in Gl. (3) stehenden, auf Grund der Gln. 
A) berechneten Energieglieder wie folgt : 


| 1 
= 2 ie + 3c? + — [lp — 16462 (1 — G — 266 + 3662) + 3.4? By | ; 


= Jeapan _ 


Bye ened fl a2 4 (6G? — 3484), 


| N 


Ey = 2 )/,a +219), ¢—3cSL4 (2aL + 1) —3a8L? (20°L9-+ 3c2L? + 3eL, + 2) es 


+ © {4 + 2a-+ 3c — St (2aS + 1) — aS? (25% + 38% 4 35 + 2) — 


— 3c5 K*(5K3 + 5K? + 3K + 1) — 3K4 (5c K3 + 52 K? + 3cK +1) + 
+ 16.4 [2F3 (3aF + 1) — 263 (3aG + 1) + 803 G2 F2(3F? + 4FG + 362) + 
+ 485 G2 M4(10M2 + 8GM + 3G2) + 3M? (40c3 M3 + 24c2 M2 + 9cM + 2) — 
— 363 (3cG + 2)] + 3.42[8B2 — 2D? (aD + 1) — 2a3 B? D?(D + B) — 
— 3c5 B? P*(2P + B) + B? (2a + 3c) — 3P? (2c? P3 + 3c? P? + 3cP + 2)]} + 


+ © {9)as5 + 8A [1662 H* (10H? + BCH + 36%) — 6 (86 + 2) + 


+. H3 (40H? + 24H? + 9H + 2)] + 4/,.42[B2(B + 2) — B2G4(2G + B) + 
-  4.G2(352G5 — 263 — 662 — 3G — 2)] + 48.4? |B? Q3 (3Q + B) — 
— B2G9 (3G + B) + 46? Q? (302 + 460 + 362)] + 45), 44 BY, 


AE, = — 560° 5 wL? — = £8803 S7 + 70/, c5 K9 + 64.4 [a? D? F3 (3F — 2D) — 


— a? D2 S3 (2D + 3S) + S? F2(3F? + 4SF + 3S?) + 
+L 4c5 P? M3 (15M? + 12PM2 + 6P2 M + 2P3) — 4c5 K3 P? (2P3 + 5K) + 
+ 4c5 K? M2 (15M* + 18K M3 + 15K? M2 + 10K* M + 5K*)] + 
+ 24 A? [503 D5 + 75 P7]\. 
Die in den Bezeichnungen der Gl. (5) vorkommenden Gréssen F’, H und 


“sind nicht mit den bereits im ersten Teil dieser Arbeit mit F', H und L bezeich- 
eten anderen Gréssen zu verwechseln. 
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ONPEQEJIEHHE PACNPEQEJIEHHA 3JIEKTPOHOB O?— 
MOHA BAPHALIMOHHbIM METOJIOM 


P. FAIWMAP u TM. VHABHAHCKH 
PeswmMme 


Tlocne paccMOTpeHHAA HEKOTOPbIX BOMPOCOB, KacalOUMXCA CyleCcTBOBAaHHA runoTet} 
yeckoro O2— HOHOB B CBOOOJHOM H CBASAHHOM COCTOAHHH, IpHOIMKeHHbIe COOCTBeHHBIC PyHt 
uuu Tuma Mopse, fOura, TopsutTya, y*Ke MPHMeHeHHBbIe C XOPOWIMMH Pe3yIbTaTaMH AIA He 
TPaNbHBIX ATOMOB MaJIbIX MOPAKOBbIX HOMEPOB, IIPHMCHAIMCb K paccMOTpeHHIO O?— MOK 
Cymmapuaa oHeprna O?— Onna, ABI AIOUIAACA Cy MMOH YACTHBIX JHEPrHH KHHETHYECKOMO nore? 
UMaNbHOrO XapakTepa, BbIYHCIAeTCA Ha OCHOBE MOpMyIbI PoKa AIA 9HEPrHH, HW NOATBE 
*KAaeTCA, YTO TEOPEMa BUPHaNa TOUHO BbINOMHACTCA B MHHHMyMe 9HEprHn. Bbuio ycTaHoBsers 
YTO B COOTBETCTBHK C pe3yIbTaTaMM, NOMYYeHHBIMH B Cyyae HeHTPasIbHbIX aTOMOB, MpHon 
MKeHHbIC MOPMybI, NOMyYeHHbIe MeTOAOM MIOF, AatoT xopomee NPHOMKeHHE AIA 3HaueH 
BapHallMOHHbIX MapaMeTPoOB H B CJly4ae OTPHUATeIbHOTO HOHA. Hakonell, cpaBHHBaA SHEP 
WM paMaJIbHy!0 MWIOTHOCTh 91€KTPOHOB O?— HoHa, MCuNCIeHHy!O MeTOAOM MIOT,c mosyue 
HbIMH Ip MOMOWIM MeTOAa CroTepa peSysIbTATaMH, ABTOPbI AOKAa3aJIN, YTO MeTOA CroTepa fa 
aHapruto Gomee. Hu3Ky!0, 4eM MeTOA MIOT, uTO BbIpaKaeTcaA B Oonee ObICTPOM HCUC3SHOBEHH 
PasMaNbHOl MIOTHOCTH SEKTPOHOB, HCYMCIEHHOH Cc NOMOWbIO PyHKuUNH CoosTepa. 
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DIE WEIZSACKERSCHE 
INHOMOGENITATSKORREK TION 
IN DEM STATISTISCHEN MOLEKULMODELL 


Von 
W. Kotos 


PHYSIKALISCHES INSTITUT DER POLNISCHEN AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN, 
WARSCHAU, POLEN 


(Vorgelegt von P. Gombas. — Eingegangen 20. I. 1956) 


Die Wichtigkeit der Weizsickerschen Inhomogenititskorrektion der kinetischen Energie 
jh der statistischen Berechnung der Energie der Molekiile is am Beispiel des N,-Molekiils gezeigt. 
Yas Ritzsche Verfahren, mit zwei Variationsparametern in der Elektronendichtefunktion, 
murde angewendet zur Berechnung der Energie des N,-Molekiils und N-Atoms, mit und ohne der 
Veizsackerschen Korrektion. Obwohl man in beiden Fallen keine Bindung bekommt, ist die 
ait der Beriicksichtigung der Weizsaickerschen Korrektion berechnete Abstossungsenergie 
iel kleiner als die, die ohne dieser Korrektion erhalten wurde, was in Verbindung mit den 
Mesultaten von Sheldon erwarten lisst, dass die Beriicksichtigung der Weizsackerschen Kor- 
2ktion zu einem stabilen Molekiil fiithren kann. 


Das statistische Atommodell wurde in letzter Zeit wesentlich erweitert. 
Vie Thomas-Fermische Theorie, erganzt mit der WEIZSACKERschen [1 ] 
nhomogenitatskorrektion der kinetischen Energie des statistischen Atoms und 
ait der von Gomis | [2] gegebenen Weiterentwicklung dieser Korrektion 
iihrt zu den Resultaten, hinsichtlich der Energie des statistischen Atoms, die 
4, sehr guter Ubereinstimmung mit den experimentellen Werten sind. Die 
tatistische Theorie der Molekiile ist aber bei weitem nicht in dem Masse ent- 


ae 


lvickelt wie die der Atome und die Resultate der Theorie sind bis jetzt auch nicht 
fefriedigend. Die Lésung der’Thomas-Fermischen Gleichung in den Fallen, 
1 denen keine Kugelsymmetrie des Potentials vorhanden ist, fiihrt zu sehr 


dehandeln, fiir welche man noch die Berechnungen verhaltnismassig einfach 
Yurchfiihren kann. 

Eine Naherungslésung der Thomas-Fermischen Gleichung fiir zweiatomige 
WMolekiile hat zuerst Hunp [3] gegeben, jedoch wird die von ihm gefundene 


1 den dusseren Gebieten des Molekiile zu langsam. 
- Einen wesentlichen Fortschritt in der statistischen Theorie der Molekile 


at SHELDON [4] erreicht, der die Thomas-Fermische Gleichung fir das 
ftickstoffmolekil, mit Austausch erganzt, fir verschiedene Kernabstande nume- 
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risch gelést hat. Sheldon hat aber keine Bindung bekommen. Die Ursacllf 
dessen liegt, der Meinung des Verfassers nach, darin, dass Sheldon die obe 
erwihnte Korrektionen der kinetischen Energie der Elektronen vernachlassi; 
hat, die, wie man aus der Theorie des statistischen Atoms weiss, sehr wesentlio 
sind. Die Vernachlassigung dieser Korrektionen fihrt zu einem Energiewer 
der bedeutend tiefer als der experimentelle liegt. Das ist auch aus Sheldoy 
Resultaten zu sehen, der fiir das N Atom eine Energie von —77,95 a. | 
bekommen hat, gegeniiber dem experimentellem Wert von —54,58 a. E. [5 
Leider ist die Beriicksichtigung der Korrektion von Gombas bis jet} 
nur in solchen Fallen méglich, in denen eine Kugelsymmetrie des Potentia 
vorhanden ist. Die Beriicksichtigung der Weizsackerschen Korrektion, ist zw! 
miglich, fiihrt jedoch in einem Mehrzenterproblem zu sehr grossen mathemat 
schen Schwierigkeiten und wurde in der vorliegenden Arbeit nur in einer grobe 
Naherung in Betracht gezogen. Das Ziel dieser Arbeit war zu zeigen, dass & 
Weizsackersche Korrektion fiir die Berechnung der Bindungsenergie der Moll 
kiile, sowie fiir die Dichteverteilung der Elektronen sehr wesentlich ist. | 
Zu diesem Zwecke haben wir als Beispiel das Stickstoffmolekiil gewahl 
um unsere Resultate mit den Sheldonschen vergleichen zu kénnen und . 
Energie des Molekiils sowie die des Stickstoffatoms mit Hilfe des Ritzschy 
Verfahrens berechnet und zwar mit einem Ansatz, der zwei Variationsparamet 
enthalt. Die Rechnungen haben wir fiir zwei Falle durchgefiihrt. Im erate, 
Falle haben wir die Weizsickersche Korrektion beriicksichtigt und im zweite! 
haben wir das Energieminimum ohne dieser Korrektion berechnet. In beid« 
Fallen haben wir bei dem experimentellen Kernabstand (R = 1,096 A) keii! 
Bindung bekommen, was jedoch nicht tiberraschend ist, da man aus den Res 
taten fiir das Stickstoffatom sehen kann, dass diese Naherung noch zu grob i 
und man noch weitere Variationsparameter einbauen miisste um befriedigeny 
Resultate zu bekommen. Man kann aber von unseren Resultaten sehen, d 
die Beriicksichtigung der Weizsickerschen Korrektion die Abstossung 
Atome verkleinert, man kann also hoffen, dass, wenn die Berechnungen so gene 
wie die von Sheldon durchgefiihrt waren, man eine Bindung bekommen kénn 


IT 


Bekanntlich ist die Energie des statistischen Atommodells, wenn mé 
die Korrektion von Gombas vernachlassigt, durch den Ausdruck | 


E=E,+ By E41 Bek, 


gegeben, wo E; den Fermischen kinetischen Energieanteil, E,, den Weizsick 
schen kinetischen Energieanteil, ES die aus der Wechselwirkung des Ken 


\ 
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pat der Elektronenwolke resultierende elektrostatische potentielle Energie, 
£, die aus der gegenseitigen Wechselwirkung der Elektronen des Elektronen- 
gases resultierende elektrostatische potentielle Energie und E, die Austausch- 
fnergie bezeichnen. 


g % 
fit 


aN i ky: Sy LS) Op fy 


hi? ks 0 Wh RP aR 


Fig. 1. Elektronendichte auf der Kernverbindungslinie im N,-Mole- 
kil. a) Ausgezogene Kurve — aus Formel (7) mit AR= 3,35 und 
cR 2=1,5 berechnet ; b) gestrichelte Kurve — nach Hund ; 

c) punktierte Kurve — nach Sheldon. 


Fiir diese Energieanteile haben wir folgende Ausdriicke 
Es = 2% fi 03 dv, (2) 
2 
ade. i (grad g) 1, (3) 
0 , 


(4) 


| ae BOAT) Cia yer (5) 


[r—v'| 


E, = — a § ot? dv. | (6) 


Die Energie des statistischen Molekiilmodells kann man ganz anolog zur 
'ormel (1) berechnen, man muss sie nur mit der aus der prechschuireung der 
‘erne resultierenden potentiellen Energie erganzen und in ES die Wechsel- 
jirkung der Elektronen des Elektronengases mit allen Kernen ertickmohitfrem, 
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Um die Energie des Molekiils zu berechnen haben wir fiir die Dich:} 
verteilung der Elektronen folgenden Ansatz gemacht 


he rat) [1 + (rq — 75)2]3, i 


Nm 
=——e 
A 
wo A und c zwei Variationsparameter sind, die aus der Minimumsforderung & 


Energie bestimmt werden. 


Die Elektronendichte hat der Bedingung 
i) oedv = Nye ( 


zu geniigen, wo Ny die Anzahl der Elektronen des Molekiils ist. 
Im Falle des statistischen Atommodells machen wir einen Ansatz, & 
aus (7) folgt, wenn wir rq bzw. r, gleich Null setzen / 


ey —Ar 3 | 
les 3 (1 + cr?) { 


und in der Bedingung (8) anstatt Ny die Anzahl der Elektronen des Atom 
(Na) setzen. : 

Die analytischen Ausdriicke fiir die Energieanteile (2) bis (6) mit d| 
Dichteverteilungen (7) bzw. (9) sind im Anhang angegeben. | 

Das Energieminimum wurde auf numerischem Wege berechnet und 
Resultate (in atomaren Einheiten), sowie die dem Minimum entsprechend¢ 
Werte der Variationsparameter sind. in der Tabelle 1 zusammengestellt. R ii 


der empirische Wert des Kernabstandes R =1,096 A. ) 


Tabelle I 


N, Molekiil 
AR | cR? | —E A | c : 
Mit der Weizsickerschen Korrektion...... 3,35 135 60,6 5,9 | 0,66 | 
Ohne der Weizsiickerschen Korrektion ....| 4,70 | 5,1 86,4 8,5 | 1,80 
Resultate von Sheldon ............... 00% — — 154,80 | — — 155,8 


Wir sehen, wie dies schon in der Einleitung erwaihnt wurde, dass | 
Beriicksichtigung der Weizsickerschen Korrektion eine Verkleinerung d 
Abstossung der Atome entsteht. Fir diese Abstossungsenergie hat Sheld 
einen noch viel kleineren Wert bekommen, also kann man erwarten, dass we 
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tdie Berechnungen von Sheldon mit der Weizsickerschen Korrektion erganzt 
iwurden, das Molekiil stabil wire. 

. Die Dichteverteilung der Elektronen, die wir mit (7) berechnet 
‘haben, wobei fiir die Variationsparameter A und c die aus der Minimumsforde- 
(rung der Energie bestimmten Werte eingesetzt wurden, sind graphisch in Fig. 1 
ddargestellt und mit den Resultaten von Hund und Sheldon verglichen. 
| iim Gegensatz zu den Hundschen Resultaten haben wir eine endliche Elektronen- 
jdichte am Ort der Kerne und ein schnelleres Abfallen in den von den Kernen 
‘weit entfernten Gebieten bekommen, die Elektronendichte ist jedoch in den 
“ausseren Gebieten des Molekils noch immer zu gross. In dem Falle, in welchem 
wit die Weizsickersche Korrektion vernachlassigten, haben wir am Ort der 
9Kerne eine grosse Elektronendichte bekommen (und zwar betragt diese in 
10°74 cm® Einheiten 223,2 im Gegensatz zu dem Dichtewert von 69,24, den 
‘wir mit Beriicksichtigung der Weizsaickerschen Korrektion crhielten), und 
Nawischen den Kernen eine kleinere Elektronendichte als in der selben Ent- 
fernung in den dusseren Gebieten des Molekiils. Das entspricht der grossen 
Abstossung, die in der Berechnung der Energie erhalten wurde. 

Herrn Professor P. GomsBAs bin ich fir zahlreiche Diskussionen und 
ertvolle Ratschlage zum besten Dank verpflichtet. Der Ungarischen Akademie 
der Wissenschaften sei auch hier mein Dank ausgesprochen fiir die Erméglichung 
ddiese Arbeit teilweise ia dem Physikalischen Institut der Technischen Universitat 
in Budapest durchzufihren. 


ANHANG 


Die Integrale, die man aus (2) bis (6) mit dem Ansatz (7) bekommt, kénnen 
leicht ausgewertet werden, wenn man die elliptische Koordinaten 


"4 1 
¢ p= Mat To) Pec tb) 
feinfiihrt. Sie lassen sich dann auf die heb aneen Integrale 


foe} 


“Am (a) = | ep du 
1 


We (mms a)—= | | Qe(us) Pe(u—)eceare HP 1 die, dit 
ire! 


reduziert sein. 


. 
ts) 


-tae c 


= Y es: tess 
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Die Methode der Berechnung der Integralen W2(m, n ; a) wurde dure 
Kotani [7] und Mitarbeiter angegeben ; sie haben fiir verschiedene We | 
von m, n, a diese Integrale und ebenso auch die Integrale Aj,(«) numerisc 
berechnet und tabellarisiert. ! 

A in (7) kann man aus (8) berechnen, wenn man e = a)= | setzt, bekomm 


man , 
aR3 : 
A=" * {Jo (a) + 34g (2) + 30° J, (0) + PI, (0)}. : 
7 
wo : 
a/R; : 
d =cR?, | | | 
‘|| 
n+1 n+3 
ist. | 


In(o a) = A Ay (a) A, (a) 4 | 
| | 
_ Wenn wir folgende Abkiirzungen einfiihren | 
- 
pede 


y= 49/3, | caer | 


~S 


ae wir fiir ue CRETE Energieanteile 


oul ( (A) + 5a (6) + loa J, (8 +100" Je (6) ae 


PAO E ID a “ 4 
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Ine RS 
Saas 
5 = 

( 16 


No 


2 
A | {Koo (a) + 6d Ko, (a) + 3d? [3K5 (a) + 2Kyy (a)] + 


+ 2d8 [ Ko, (2) + 9Koq (@)] + 3d4 [3Ky4 (4) + 2K og (a)] + 


+ 6d° K,, (a) + d® Keg (a)} : 


CC e—t41+#H2) ym yn 
) Rieta) = | | S 7192 dy, dvs - 
. | t, = te | 


Vie Integrale K,,,(a) kann man auf die Integrale W,(m, n; a): reduzieren 


ts 8 4 16 
Sc0 = 47 (2,2) — Wo (0.2) + -— Wo (0.0) + 2° Wa (040), 


4 56 16 4 32 
 —— W, (2,2) — — W, (0,2) — — W,, (0,2) + — W, (0,0) + — W, (0,0), 
ere ae) ae ae) We (0.0) Wa (0.0) 


- 4 88 32 4 16 
a) ae Wig (0,2) a a (UAE st ACN ESS Seed ZANE 


4 120 16 4 64 
Go = — 2,2) — —— W,, (0,2) — — W, (0,2) + — W, (0,0) + — W, (0,0), 
go = Wo (2,2) — Wy (0.2) — 2 W (052) + 5 Wo (0.0) + 5 Wo (0,0) 


. 4 16 8 64 4 
Ko. = — W, (2.2) + — 2, (2,2) — — W, (0,2) — —— W,, (0,2) + — W, (0,0 
gale) ig x(2) oe Wo (02) 70,2) ho a0) 
64 246 
0,0) WY 4 (0,0): 
a F pag 72) + song 74 (00) 


4 64 256 om 
i. W, (2,2) + ne W,, (2,2) + aie We (2.2) = W, (0,2) — 


64 512 4 80 
_ WwW, (0,2) — ~——_W,, (0,2) + — W,(0,0) +—— W3(0,0) + 
en AE Beaker 2 taeda, 0 (0,0) +775 Wa(0.0) 4 


256 13312 
—_— W,, (0,0) + ———_— W,, (0.0), - 
T 5920 a( )+ 5018009 6 (0.0) 


256 1024 


m4 89 
ee . DY see 7, (2:2) 1 Ws (212 —__ W, (2,2) — 
ema are aes Dries a Let oi rod ¢ (2,2) 


8 640 1024 
22 Ble (0 2 a, (02) eV, (0:2) 
63 pace 2079 (02) — Ton 2 (0.2) 
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8192 1280 (2 y 
may eeete 2 “Ww 0.0) +o” =|" W,(0,0)+ 
Tintige eo ote y (0,0) + 2(0,0) + iia ee 


i W,(0,0) +17 Lsooans) 7*(° 0), 


128 


13 

ar bee 35 
4 ji 32 184 856 

Dae SW, (22) — = 02) 

Ky, = LARC raha ) ar o (0,2) ioe 2 (0,2) 


256 256 
— —---W ace LA 0,0) + _W 0,0 mPa 0,0 
11025 | 4 (0,2) o (0,0) 2 (0,0) 4 (0,0), 


4 16 uy 248 6304 
= 5 M0 (2:2) + 65 Wo (2,2) — Wy (0.2) — LW i 
Kay = 5 0 (22) + —- Wa 2.2) — 5 Wo (0,2) — Wa (0,2) — : 


128 ; 
~ W (0,2) + — 5/0 (0.0) + (0,0) + > W,, (0,0). 


Ky= = W9(22) + 22 (22) + 295 7, (22) 316 yy (03) - 


ee 1776 W, (0,2) is oa5=4 W;, (0,2) — 1024 
4851 1156155 693693 


W, (0,2) + 


Ws (0.0) + sor9 570 4 2 W400 “eas 


wo wir wie gewohnlich, einfachkeitshalber statt W, sts n ; a) W. +(m, n) 
ben haben. 
é Fir das Atom bekommt man mit dem Ansatz On Re 7 
2 | 4 Bort ey 00082 2016068), B em 


,. 
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= 70 pale 2 ; 

Be = || {Moo (4) + 6eMye (A) + 3c2 [2Myo (2) + 3Mgo (2)] + 
) + 2¢% [Moo (A) + 9Mo, (A)] + 3c [3My, (2) + 2Mo, (A)] + 
| 6c Myg (A) + ¢® Mog (A)} , 

JO 

| : a =5//3, b =4a/3 

) 

A 


aay —A(ri+re) pm pn 
Monn (A) == | | eee dh, Eee 
Fite 


Wenn man die Integrale M,,,(A) berechnet, bekommt man 


Too (2) = 20/45, M,, (4) = 1674/°, My, (4) = 1070 550/23, 
Ay. (A) = 168/27, Mg, (4) = 40 590/221, Myg (4) = 51521 400/225, 
Tog (2) = 3690/29, Mog (4) = 1842 750/213, Mogg (A) = 2612 891 925/227. 
Tog (2) = 159 390/421 , 
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i 
KOPPEKLUMA HEOQHOPOQHOCTH BEMLISEKKEPA 
B CTATHCTHYECKON MOUEJIN MOJIEKYJIbI 


B. KOJIOC 
Peswme 


B pa6ore noxa3aHa Ha mpumepe Momekybl N, BarxKHOCTh KoppeKuMH Beiiusexkepa 
fimetuyeckoii gHepruu Monekyn. Tipu paccyetax sHepruu Monekynbt N, wu atoma N mpu- 
‘HAICA cioco6 PuTua, c KoppeKunei BeiuseKKepa H 03 Hee, C [BYMA BapHallMOHHbIMH Mapa- 
‘TpaMu B @yHKUMM MWIOTHOCTH SIEKTPOHOB. XOTA CBASH HE MONyyaeTCA HH B Me€PBOM HH BO 
opom cnyuae, TeM HE MeHee SHEPIHA OTTAJIKMBaHHA OKAPKeETCA TOpa3sqO MeCHbINe B cIyuae 
ieTa KoppeKunu BeityseKxKepa, uem 6e3 ee npuMmeHeHuA. IIpHHumMaxA BO BHUMAaHHe pC3yJIb- 
TI CesIbOHAa, H3 BbILeCcKaSaHHOrO ciemyeT, YTO yueT KOppeKuMN BekuseKKepa MOKET TIpu- 


K ycTOMuHnBoH MoueKye. 


| 
j 
Pad 
< 
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KPATKHE COOBLUEHHH — BRIEF REPORTS — KURZE 
MITTEILUNGEN 


(ON THE DEDUCTION OF THE DIRAC-FOCK-PODOLSKI 
EQUATIONS FROM THE QUANTUM THEORY OF 
FIELDS* 
By 
K. L. Nagy 
INSTITUTE FOR THEORETICAL PHYSICS OF ROLAND EOTVOS UNIVERSITY, BUDAPEST 
(Received 12. XI. 1955) 


It is well known that ToMONAGA constructed the relativistically invariant 
‘quation of motion of the interacting fields in analogy with the multiple time 
heory of Drrac, Fock and Popotskr [2]. M. Ginter [3] showed 
irst that one can deduce these equations (in the following the D. F. P. equations) 
rom TOMONAGA’s equation. Now we derive — using a simple configuration- 
pace-method — the corresponding D. F. P. equation from the equation of 
aotion of the fields obtained by J. SCHWINGER [4] after eliminating the 
alar and longitudinal parts of the electromagnetic field. 
According to SCHWINGER, the equation of motion of the fields reads either 


20 16:> i>: 
sp CIE, a nen Oy EES ES? (1) 
da (x) c 
jogether with the conditioa 
8A Liu, : 
css —|D(e—#) jue) dea e)||o> =0, (2) 
ee oe c 


o 


hy 


s CI gered Sate i. x) NX" (x 
LTRS Pex ) Wr («) 
(3) 


+1 | One — 2) je (Hi) de ()| lo>=0 


Which is obtained from equation (1) and (2) after decomposing A,, as follows 


fe) fo) ) 
| A,=n,n,— A — |—4 hn, 
ie Lit ee ae Ee vo Ox, 


44% n2=1,n time-like (4) 


* This note, being part of the author’s more extensive investigations on the subject 
ppears only because a recent publication[1] deals with a similar problem. 
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and after the transformation 


| oO Bs = eiG [eo] | ieee 0’ = eiGlo] 0 eiGlo] A 


G[o] = Sax | Hi) A’) don (2)- ( 


Here j, = Ju = tec P Yul» WU = Uns 
1 
8, (x) = > —— 2 D(x) + My oe = D(e). 
2>0%4 
[ns o-| D@) = Deas 
OXn 
| we use the notations of SCHWINGER for the rest. From definition (6) we « be 
s Bet in particular s 
as Se 4 
ov ctx; 1 ui FA 3 % 
ey a Beg nt =—-——.,,__ if n= (0,0, 0, 2), 
: Ht) 82 (x2) ; Oy (x x) ax (x 2) % : ( ! Pp 
: ee eee ge 7 aes oe 
0, (2) = . = ae iw» if 1 is perpendicular to the o (here plane) _ 
and wis a eae ne eee 5 AR eel 
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tingular function S(x) we easily find that the |%1, ... X%, > — S are eigenvec- 
ors of the operators 


ON 
) N [o] = i P (x) yup (x) do, * G0 (x) =0 the particle number operator, (11) 
oO (x 


o 


OX, 
1X, [o] = imp t) Vn (x) do, ; ; 


ee 
= ——], the centre of mass operator (12) 
o (x) ec 


javing the eigenvalues n and x, ,-+...+ xn, respectively. Thus as the 
fnit operator for every |x; ... %X, > and also for their bras is 
. 
) “ + r 
oes rh | | bry 3 Sell as Oy hes) <x oo ns 


n 
Co 


ve have 


[o> = 2 i Ae es Ds eee tie doy; (%;)-Y (X45. . ->Xn) >p, (13) 


MEE) (445% 5 < stn) Sp =< X45 oss Ky, | o > is obviously antisymmetric in the 
4i-s. Here >, indicates that gm is a state vector with respect to the 


lectromagnetic (photon) field. 


We note that from the relation [F (x), P,] =— ih 0, F (x) we easily 
»btain 
A fs) ef 
[Xp Pi] =— Nb» +l 5 (eu) vev(2)) deol). (14) 
U v 


ag 2 
yn the special case co > t =const these have the following form : 


A KS 
[Xu, Pj] = —— N Onj, [Xi, Ps] => —— Ai, 
u LOX, 


[X,,P,] =9. 


Now using the state vector (13) from equation (1) and (2) we get 


J |r 


: as Ta op 
OX; Ac 


(15) 
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Similarly we obtain from equation (3) the-modified D. F. P. equations : 


Pulses a — U, (x;) — a aoe Dy ( (i —a)|+* |p P(X... -.%n) >p =O. 
(| 


Emel De pete | 


Substituting U specially from equation (7) into (16) these equations ag 
completely with the form of the D. F. P. equation when from A,, its Coulo 
part is eliminated (see e. g. [5] p. 152). With the A-limiting process one 
naturally eliminate here also the self-energy part 6 (x; — xj). k 

Finally we note that in case of the electromagnetic field the analoge 
equations to (15) are (o’ is earlier than co) 7 


5 


1 « 
Lie (yp ---2¥m) >p = — - IP (9) PMs Vi-1 Vist >- -.¥n) >m 
-c\m 


: 


naif praast 


Sey ih fine) i - J (m!)-2_ > D© (y, — 9)... D© (ym 
P 


(=1.2. 


m= 1 soe 


| m/( 9 a ‘ 
; IT Sa do; : oe ; . 
ie ee v7 Oy; oa 1) 9 (e yi Ym) >pdx’ , 


Ess 
together with the conditions (using Sndeanite metric these conditions are | 
| 


a matter of fact poDEoeniately modified) : 


J mm amg | 
Bo) Tig) Sar a | 
z _ ae S po. = nies ae —J nae 
a Yo bs, a Etch Aone oe Leet | 
m+1 =. a i a | 
a | 

DG) (x — 7") (a — i } x ; 

‘ at = ite f eae - 7 

; Lae | 3 Bites 5 Bie dce (ah omelal 


rer at ee eee Yn) >0— ah 
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DER EINFLUSS DES KORRELATIONSFAKTORS 
(1+ pr,.) AUF DIE BERECHNUNGEN DES GRUND- 
ZUSTANDES DES WASSERSTOFFMOLEKULS 


Von 


. 
. 
| 


F. BERENCZ 


INSTITUT FUR THEORETISCHE PHYSIK DER UNIVERSITAT, SZEGED 


(Eingegangen: 28. XI. 1955) 


Diese Arbeit untersucht, wie die Beriicksichtigung des Korrelationsfaktors 
1+ pr,,) die Becechnungen des Grundzustandes des Wasserstoffmolekils 


Seeinflusst, wenn 


1. die Heitler—Londonsche Eigenfunktion [1] der Gestalt 
P = N [pa (1) Yo (2) + Yo (1) Pa (2)] = No. 
2. die Hund—Mullikensche Eigenfunktion [1] der Gestalt 


Y = N [Ya (1) so (2) + Yo (1) Ya (2) +a (1) Ya (2) + yo (1) Y (2)] = 
=N (9 + 7), 


% = Ya (1) Ya(2) + Ys (1) Yo (2) 


st, und 
3. die durch den Variationsparameter x modifizierte Hund— Mullikensche 


) Eigenfunktion [1] der Gestalt 
W = N {ya(1) po (2) + po (1) Ya (2) + % [Ya (1) Pa (2) + Yo (1) ¥ (2)1} = 
= N(p + *x) | 
Burch den Korrelationsfaktor (1 + prj.) erweitert wird. 
- Die neuen Eigenfunktionen sind also: 
1) Y= Ne(1+ pr)» 
2) V=N(p+x) (1+ Pris)> 
hi 3) P= N(p+xx) (1+ Pry) - 


nA und wy, bezeichnen die Eigenfunktionen fiir den (1s)-Grundzustand des 
Wasserstoffatoms, wobei sich pq auf das Atom mit dem Kern a und y, auf 
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das Atom mit dem Kern 6 bezieht ;_r,. bezeichnet die gegenseitige Entfernui 
der beiden Elektronen und p einen Variationsparameter. N ist ein Normi 
rungsfaktor. 

Die Resultate, die man mit den oben besprochenen sechs Eigenfunktion; 
auf Grund des Variationsverfahrens erzielt hat, sind in der folgenden Tabej 


zusammengestellt. 


Verfasser Eigenfunktion D eV | RA z Po Pi 
Wiis Shee [2] | p= Np | 3,76 | 0,76 | 1,116] — 
Diese Arbeit yp = Noe(i+prie) 3,93 | 0,72 | ae — | 
WEINBAUM [3] | py = N(y+2) 3,47 | 0,73 1,193! — 
FROST-BRAUNSTEIN (41) v= Netz G+pry.) | 4,11 | 0,71 | 1,285) — 
WEINBAUM [5] yp = N(y+<xz) 4,— | 0,77 | 1,193} 0,256 
BERENCZ [6] yp = N(p+xx) (l+pr) | 4,14 | 0,71 | 1,248] 0,356 


Aus der Tabelle ist ersichtlich, dass die Beriicksichtigung des Korrelationsfakt 
(1 + pry.) bei der Hund—Mullikenschen Eigenfunktion die grésste Disso: 
ationsenergiekorrektion gibt. In diesem Falle ist die Grésse der Verbesserui 
0,64 eV, wahrend in den anderen zwei Fallen dieselbe nur 0,17 eV bzw. 0,| 
eV betragt. | 

Weiterhin soll gepriift werden, warum die Erweiterung der Eigenfunkti¢ 
durch den Korrelationsfaktor (1+ prj.) gerade bei der Hund—Mullikensch: 
Kigenfunktion die grisste Dissoziationsenergiekorrektion gibt. Zu diesem Zwe: 
soll die urspriingliche Korrelation der Elektronen in den oben besprochen: 
drei Eigenfunktionen untersucht werden. 

In der Heitler—Londonschen Eigenfunktion kommt die Korrelation 
Elektronen dadurch zum Ausdruck, dass der Wert der Funktion in jener Kon 
guration grésser ist, in der sich die Elektronen bei den verschiedenen Kern4 
befinden, als in derjenigen, in der sich die beiden Elektronen bei demselb« 
Kern befinden [7]. Dass diese Korrelation der Elektronen in der Heitler } 
Londonschen Eigenfunktion wirklich besteht, wurde von DAVIES so nach 
wiesen, dass er eine Konfiguration annahm, in welcher sich das erste Elektr 


beim Kern a befindet, d. h. 


Tal ~ Tol» 


zur selben Zeit kann sich das zweite Elektron entweder beim Kern a od 


b befinden, d. h. | 
Tas <rp2, bzw. Taz > Tp23 } 
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fann bewies er durch eine einfache Extremrechnung, dass die letzte Konfi- 
faration mit grésserer Wahrscheinlichkeit auftritt als die erste. 
Demgegeniiber kommt in der Hund—Mullikenschen Eigenfunktion gar 
feime Korrelation der Elektronen vor. Man kann nimlich die Hund—Mulliken- 
bhe Funktion als Gesamtelektroneigenfunktion auf Grund der Methode der 
ilolekil-Bahn als Produkt der Einelektroneigenfunktion in der Gestalt 


Y1 = Ya(1) + y (1), 
Y2 = Ya (2) + Yo (2) 


farstellen. Die Methode der Molekil-Bahn nimmt aber an, dass zwischen den 
Hektronen keine Wechselwirkung vorhanden ist ; folglich kann in der Hund— 
fullikenschen Eigenfunktion keine Korrelation der Elektronen bestehen. 
Ganz anders ist die Lage im Falle der durch den Variationsparameter 
modifizierten Hund—Mullikenschen Eigenfunktion. In dieser Naherungs- 
adinktion ist die Korrelation der Elektronen wieder vorhanden. Wenn namlich 
‘ie Elektronen sich voneinander unabhangig bewegen widen, d. h. wenn sie 
ch wegen ihrer Wechselwirkung gegenseitig nicht abstossen wiirden, so hatten 
vie zwei Konfigurationen, in denen sich die Elektronen bei demselben Kern 


Jer bei verschiedenen Kernen befinden, dieselbe Wahrscheinlichkeit. Wegen 
ar Wechselwirkung der Elektronen wird aber die Wahrscheinlichkeit jener 
ektronenverteilung kleiner werden, bei der sich beide Elektronen bei dem- 
‘Iben Kern befinden, und so nimmt das Gewicht der Strukturen HZ — Hy, 
d H; — H;, ab. Diese Tatsache kommt in der Naherungsfunktion dadurch 
Ausdruck, dass der Wert x zwischen 0 und 1 fallt. 

Auf Grund der vorangehenden Untersuchungen ist es klar, dass von den 
fben erwahnten drei Eigenfunktionen nur in der Hund—Mullikenschen keine 
otrelation der Elektronen urspriinglich vorhanden war. Wenn man folglich 
ie erwihnten drei Eigenfunktionen durch den Korrelationsfaktor (1 + prs) 
eitert, so muss offenbar im Falle der Hund—Mullikenschen Eigenfunktion 
e grésste Dissoziationsenergiekorrektion erhalten werden, was auch durch 
Tie Rechnungen vollkommen bestatigt wird. 

Damit erhalten wir zugleich eine Anleitung Eigenfunktionen zu kon- 
ruieren, in welchen auch der Korrelationsfaktor vorkommt. Von den Eigen- 
ktionen, die die beste Dissoziationsenergie liefern, ist jene auszuwahlen, 
_welcher gar keine Korrelation der Elektronen vorhanden ist ; diese N aherungs- 
genfunktion ist durch den Korrelationsfaktor zu erweitern, da dadurch eine 


esentliche Energiekorrektion entsteht. 
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THEORY OF ELECTROLUMINESCENCE* 
By 
E. Naay 


RESEARCH INSTITUTE FOR TELECOMMUNICATION INDUSTRY, BUDAPEST 


(Received 1. XII. 1955) 


In 1936 Desrrravu [1] observed that luminescent materials under 
A strong alternating electric field (some 10 000 V/cm) fluoresce even without 
any excitation. The ociginal theory proposed by Destriau explains this pheno- 
leration of the electrons in the conduction band and the 
nergy to the luminescent centres [2]. It may 
energy hv from the electric field E, the electron 
must be accelerated along a distance I, so that qEl = hv. The number of electrons 
‘having a free path greater than | is given by N=c exp (—1/I,), where 1, is the 
mean free path of the electrons. The emitted light therefore, being proportional 
to the number of electrons of sufficient energy,is given by: N=c ° exp(—hv/qEl,). 

This derivation, by supposing a free path independent of the field, runs 
ntirely parallel to Lorentz’s derivation of the electrical resistivity of metals, 
lowing namely only an insignificant perturbation of the distribution of electrons 
in the velocity space due to the electric field. The validity of this assumption 
is, however, dependent on the magnitude of gEl/kT which for metals is 
approximately 10~°, for semiconductors, however, it may be well above unity. 
[he consistent application of Lorentz’s assumptions would exclude any change 
in the radial part of the distribution in the velocity space, causing an 
electroluminescence independent of the field. : 

A new theory is proposed here based on a more precise determination of the 
relaxation time. All interactions between the electron in the conduction band 
and the lattice defects may be characterized by a relaxation time, in case of 
the simultaneous occurrence of several lattice defects, the reciprocals of the 


relaxation times having to be summed over [3 ]. In the present case the following 
Interaction with the thermal vibrations of the crystal, 


interaction with the optical vibrations of the 
The scattering by neutral impurities 


nenon by the acce 
subsequent transfer of their e 
pasily be shown that to gain an 


processes are operative : 
for polar crystals (as for ZnS), 
erystal and scattering by impurity ions. 


artial fulfilment of the requirements for the degree 
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and the energy transfer to luminescent centres are here neglected owing 
their relatively smaller contributions. The relaxation times for the three afou 
mentioned processes are the following [3], [4]: 


1 4q 1 4q 1 qe 
1 


y) 1 2 ioe 


1 
- . z T 2 
Tth 3n2 Mm My Bes 3n2 Miew os (mhy op)? 


Here m denotes the mass of the electron, pg and t~y the mobilities determine 
only by thermal scattering, resp. by scattering by the ions and v,, a chara 
teristic frequency of the optical vibrations. From these we get 


Tiveent E i 4 [Eee : 


eh = a : where = Upp) = — ae (| 


be Wy Vop Mew 3 | mm, 


(The above expressions are valid only, whea the electrons obey a Maxwell. 
Boltzmann distribution in the conduction band, which may be safely assume 
for most semiconductors.) | 

The exact solution of our problem would naturally necessitate the solvi : 
of Boltzmann’s transport equation in strong fields, which has never be 
attempted owing to formidable mathematical difficulties. In discussing the devii 
tions from Ohm’s law for germanium, SHOCKLEY employed the approximati 
[4], that the Maxwell—Boltzmann distribution of the electrons is valid also i 
the strong fiéld, not, however, for the lattice temperature T, but for a high¢ 
electron temperature (T,). Using the same relatively rough picture let us suppos 
that the electron gas has such a temperature T,, where the interaction wit 
the thermal vibrations of the lattice alone is just as great as all interactions togethe 
at the lower temperature T. If the electron gas is at a higher temperature th 
the lattice, then the velocity of the electrons and thereby the number q 
collisions in unit time increases with the square root of the ratio of temperatures 


the mobility decreasing thereby according to the same law. If we put therefo 
T./T =y?, then Vi ly, i. St 


a 


Mew, Vop | 


We may remark here that eq. (2) describes the deviations from Ohm’s lav 
for germanium quite well. 


~ 


The electroluminescent light is proportional the number of electro 


having at the temperature T, an energy greater than hv. The value so determine 
is in a first approximation 


F=c-exp. (— Bly), where B = ho/kT]. (3 


Combining eqs. (2) and (3) we get the field dependence of the electre 


luminescence. 
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| For a comparison of our theory with the experiment only Roperts’ [5] 
fata are available. Fig. 1 shows the field dependence of electroluminescence, 
ith vo, supposed to be 10’ cm/sec, the mobilities selected so as to give the 
jest straight line. The mobilities so determined were 1g = 610 cm?/Vsec and 
iw = 380 cm2/Vsec, giving for the effective mobility of ZnS in low fields 
§ = Uptcn|(Uo + Mew) = 235 cm?/Vsec. The number of ionized atoms may 
je determined from the explicit Conwell—Weisskopf formula, which gives for 
ne present case 4 - 10°°. All the above values are quite probable. 

. It is well known that by increasing the frequency of the field the spectrum 
f electroluminescence is shifted towards greater energies. A new band appears 


{ 


| 


10 10g Fre 


0,1 0,3 5 


Fig. 1 


it 2,68 eV, which is predominant over the band at 2,30 eV appearing at low 
requencies. This means that the slope for 1000 cycles/sec must be 1,17 times 
eater than for 50 cycles/sec. This expectation is accurately fulfilled, as can 


ye seen in Fig. 1. 
The above calculations ar 


thout space charges), for alternating 
‘ver the time. The very rapid variation of the light with the field ensures, 


owever, that the greatest part of the light is generated near the voltage maxi- 
num. It explains also, why the electroluminescent light is proportional to field 


Jrequency up to the limit of saturation. - ; 
The electrons accelerated in the conduction band cannot originate in 


bat place of the crystal, where the luminescent transition takes place. This 
‘ollows from the principle of detailed balancing, the product of the number 
f electrons and holes being dependent only on gap width and temperature. 
om this it is evident that the electrons must originate near the surface of 


e limited in a strict sense to direct current 
current one ought to have averaged 
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the crystal, whence the electric field sweeps them into the interior of the c ys 


which is deficient in electrons but abundant in holes, thereby making poss 
recombination by fluorescence. 
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MBER DIE MOGLICHKEIT DER NUTZBARMACHUNG 
) DER ATOMENERGIE OHNE KETTENREAKTION 


Von 
K. Srmonyt 


ZENTRALFORSCHUNGSINSTITUT FUR PHYSIK DER UNGARISCHEN AKADEMIE 
DER WISSENSCHAFTEN, BUDAPEST 


(Eingegangen: 5. I. 1956) 


Man kennt heute zwei Arten der makroskopischen Ausnutzung der Atom- 
nergie: die sich auf Kernspaltung griindende Kettenreaktion und die bei 
ehr hoher Temperatur erfolgende Fusion. Letzterer Vorgang ist im Augen- 
Hick nur als Explosion, das bedeutet in nicht kontrollierbarer Form, bekannt. 
Die Ausniitzung dieser Erscheinung fiir eine fortlaufende Energiepro- 
uktion besitzt selbstverstandlich aussergewohnliche Wichtigkeit und sicher- 
ch beschaftigen sich zahlreiche Forscher mit dieser Frage ; doch sind — unseres 
Wissens nach — bis heute keinerlei Publikationen, ausser den einige Satze 
fnthaltenden, in Pressekommentaren publizierten Hinweisen erschienen, nicht 
inmal iiber die Richtung etwaiger Forschungen, abgesehen von einer mit 
inem Atomreaktor kombinierten Lésung [1]. Im nachstehenden méchten 
fir einige diesbeziigliche Méglichkeiten zeigen, die vielleicht zur Férderung 
lieser Frage beitragen kénnen. ; 

Man pflegt zu betonen, dass man mittels Beschleunigungsanlagen keine 
usniitzbare Energie gewinnen kann, doch weist LAWRANCE in einer Presse- 
rklarung darauf hin, dass die Beschleuniger fiir die Energieerzeugung Bedeutung 
jewinnen kénnen. Untersuchen wir nunmehr diese Frage naher : 
~ Laut Abb. 1 soll N, Teilchen durch eine Beschleunigungsanlage eine Energie 
1V,W, in der Zeiteinheit erteilt werden mit einem Wirkungsgrad 7p. Es soll 
Jedes dieser Teilchen mit einer Wahrscheinlichkeit v eine Kernreaktion hervor- 
ufen, bei der eine Energie W, frei wird. Die hierdurch entstehende Warme 
oll bei einem thermischen Wirkungsgrad 1; wieder in elektrische Energie 
iickwandelt werden. Die Voraussetzung dafiir, dass dieser Zyklus seinen 
Figenen Energieverbrauch ersetzen und iiberdies noch einem Verbraucher 
wutzbare Energie abgeben kann, lautet folgendermassen : 


Nn Nt (No Wo + v Ny) Wr) = No Wo» 


W, 1 l 
v > —l1. 
Wo nit 
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Wenn man bedenkt, dass die Wahrscheinlichkeit eines Reaktionsprozes# 
im allgemeinen sehr gering ist — ungefahr 10~-*—10~° betragt und WI 
einen Wert von der Gréssenordnung von 10 hat, ferner, dass die dem Nj 
entnommene Leistung im allgemeinen einige kW betragt, wahrend die Targ} 
leistung nur einige Watt ausmacht, so erhalten wir auf der linken Seite eiz 
Wert von 10%, es fehlt somit zur Energieerzeugung ein Faktor von 10° by 
1011. Man pflegt deshalb zu sagen, dass eine Beschleunigungsanlage es 
erzeugung nicht geeignet ist. Wir méchten nun die Korrektionsméglichkeit 
der einzelnen hier angefiihrten Faktoren untersuchen. 


uP (NoWo +vNoWp) 


NoWo +vNoWp 


Abb. 1 | 


Der geringe Wert von 1, ist in erster Reihe dem niedrigen Targetstr 
und dem verhaltnismissig verwickelten, viele Hilfsapparaturen — Pump 
Ionenquellen etc. — benétigenden Aufbau der Beschleunigungsanlagen zu 
schreiben. Prinzipiell kann sich dieser Wirkungsgrad bei Hochspannungen u 
besonders bei hohen Stromstarken, durch die technische Vervollkommnu 
der Hilfsapparaturen, dem guten Wirkungsgrad der gewoéhnlichen elektrisch 
Maschinen nahern. Da es sich hier um Erwagungen iber Gréssenordnung 
handelt und die Realisierbarkeit hoher Targetleistungen durch Lawra 
bewiesen wurde, nehmen wir diesen Wirkungsgrad im nachfolgenden als Nn = | 


scheint es, dass die linke Seite der Gleichung (1) ihren gréssten Wert bei 
Reaktion T(d,n)He* erreicht [2]. Aus der Reichweite des Deuteriums i 
Tritiumgas bzw. aus dem Wirkungsquerschnitt der Reaktion bei primar 
Teilchen von einer Energie von 0,2 MeV ergibt sich - 


v ~ 10-4 — 10-5, 


wogegen der Wert von W,/W, aufgerundet 102 betragt. Der Wert der link 
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Ls x . = . jonas — 
ite ergibt somit cca. 10~2—10~—%. Anstatt der oben erwahnten 8—10 Gréssen- 
irdnungen bedeutet dies nur mehr 2—3 Gréssenordnungen. 


Soviel kann jedenfalls festgestellt werden, dass die Warmeleistung des 
j he: caiee a : ‘ . 
fargets infolge der Kernreaktion fast um 1%, also um einen makroskopisch 
ut nachweisbaren Wert steigt. 


Da die spezifische Ionisation bei kleinen Energiewerten stark zunimmt, 


furchlauft ein Teilchen eine verhaltnissmassig kleine Strecke, und es besteht 
fine geringe Wahrscheinlichkeit, dass es bei niedrigen Energien eine Reaktion 
trzeugt. Demnach ist ein Zuriickgewinnen der angelegten Energie mit héherem 
jrozentsatz bei Reaktionen, deren Wirkungsquerschnitt bei grossen Energien 
junimmt, zu erwarten. 

| 

| Lassen wir, wie bei der vorangehenden Schatzung, den Energieverlust 
ver elastischen Streuung der Ionen an Atomkernen unbeachtet. Es gibt also 
ur einen einzigen Energieverlust : die Wechselwirkung mit den Elektronen 


er Targetatome ; dieser Energieverlust bestimmt die Reichweite. Wenn diese 
teichweite bei gegebener Teilchenenergie beliebig vergréssert werden kénnte, 
wiirde ein jedes Geschoss die Méglichkeit zur Erzeugung eines Kernprozesses 
ichalten. Gibt es ein Mittel zur wirksamen Vergrésserung der Reichweite? 
Im diese Frage beantworten zu kénnen, untersuchen wir eine andere Methode 
er Energietibertragung. 

Erteilen wir den Teilchen impulsweise grosse Energien dadurch, dass 
ir einen Kondensator durch ein Gemisch von Deuterium und Tritium ent- 
‘iden. Aus der Strahlungsbilanz kann nach [4] die Folgerung gezogen 
erden, dass auf diese Weise nur wenige Gréssenordnungen in der ver- 
igbaren Leistung zur Erreichung der Gleichgewichtstemperatur der Reak- 
on (T—D) in irdischem Massstabe fehlen, besonders wenn man_beachtet, 
jass das Stephan-Boltzmannsche Gesetz in diesem Fall sogar gréssen- 
irdnungsmassig falsche Werte geben. kann. Die Zahl der entstandenen 
eilchen von maximaler Energie kann gerade durch den Kernprozess experi- 
ventell leicht kontrolliert werden. 

Ahnliche, sehr starke, klassische Energiekonzentrationen kénnen auch 
) anderer Weise verwirklicht werden : z. B. mit Hilfe fokussierter Detonations- 
ellen [3 ]. 

Obzwar diese Methoden keine unmittelbar verwertbare Zusatzenergie 
rgeben, so sind sie eventuell doch dazu geeignet, das Gastarget soweit zu ioni- 
leren, dass in demselben die Reichweite der durch eine Beschleunigungs- 
lage eingeschossenen Teilchen stark zunimmt. So kann eventuell em im 
mpulsbetrieb arbeitender Beschleuniger einem durch synchronisierte Impulse 
pnisierten Gastarget eine ausniitzbare Zusatzenergie abgeben. 

 Jede Methode, die zur Erhéhung der Reichweite fubrt, fordert natilicher- 
reise die Befreiung der Zusatzenergie ; auch eine sehr grosse Stromstarke 
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der Beschleuniger kann vielleicht die nétige Vergrésserung der durchschr 
lichen Reichweite des einzelnen Teilchens mitsichbringen. 

Die praktische Nutzbarmachung der Atomenergie durch kont 
lierbare Fusionsreaktion liegt vielleicht in ferner Zukunft. Die Beschi 
tigung mit diesen Fragen kann aber einen unmittelbaren Nutzen bringe 
Es wird dadurch die Formulierung und Lésung zahlreicher in sich intel € 
anter physikalischer Probleme geférdert. 


— a= 
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THEORY OF APERTURE AERIALS BASED 
| ON THE PROPERTIES OF ENTIRE FUNCTIONS 
OF THE EXPONENTIAL TYPE 


By 
R. KovAcs and L. Sotymir 
RESEARCH INSTITUTE OF TELECOMMUNICATION, BUDAPEST 


(Presented by G. Bognaér. — Received 26. VII. 1955) 


Based upon the theory of entire fanctions of the exponential type familiar in mathe- 
natics, and assuming separable illumination functions, several problems concerning aerial 
systems are discussed. It is shown that radiation patterns which can be achieved with finite 
tperture dimensions belong to the W, class of functions. The construction of any arbitrary 
fadiation pattern is reduced to a problem of approximations. The specified radiation pattern is 

epresented as the limit of the series of W, functions convergent in the mean. It is further 
#hown that an increase in the gain to above the classical level is of necessity associated with 
in increase in quality. A lower limit of quality at a given gain is determined. Finally, solutions 
of problems of approximation encountered in practical aerial design are presented. 


The paper which is here submitted rests upon private communications 
of M. Uzsoxy. Its sole object is to demonstrate the applicability of the pro- 
erties of entire functions of the exponential type in approaches to the theory 
of aperture aerials. Another paper, on more general lines and solving a large 


1umber of practical problems, will soon be published by M. Uzsoxy. 


I. Introduction 


The present paper falls into two parts: a physical part, and a mathe- 
h atical one, with the necessary mathematical theorems and definitions contained 
1 the Appendix. The physical part can be read independently, provided the 
eader assumes the validity of the mathematical theorems cited. 


I/1. The radiation pattern 
ae . 


2 


If the field is zero for any point of an infinite plane except a rectangular 
perture, then, assuming a separable illumination function, the radiation 
ern is given by the familiar formula [1] 


g (u,v) =| f(xeide | h(yedy , () 
—1 - 1 | 
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where f(x) * h(y) stands for the illumination function. 


Nes 
neh ee ; pea ( 
a b 


ma, : 
u——- sin 9 cos ® = upsin 9 cos® , 


ab : a : 
y =——-sin 9 sin ® = y sin O sin®@ . 


The quantities £, 7, ® and O are defined in Fig. 1. 
i 
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Fig. 1 


Let us discuss the situation for the main planes : 
For the plane xz_ 


i 


ie e : see Sear eae aah @=0, ‘ we msin 0, San 0y : 
eS. ns = 180°, w= —upsin v=0, 


ve ee 


at “the sa ion pattem _depsids solely on the 


| 
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: 

| I/2. Separability of the gain 


The gain is given, according to definition, by 


os P(9, ®)max 
G 2x m/2 Sone ° (6) 


ee | P(O,®) sin OdOa® 
eet’ 


0 0 


where p(O, ©) denotes the power pattern. For the case of sharply directive 
perials, expression (6), by the use of equations (3), assumes the form 


pone 2U 2v5 


fy Pau mT (v) dv 


—Ug —Vo 


ey = 16,6 ? (7) 


vhere p(u, v), the transform of p(O, ®), may be written as P(u, v) = kp,(u) - pp(v), 
he functions p,(u) and p,(v) having been normalized to unity. The quantities 
Yq and G, are the gains for the main planes. 


woth Poo 
ah YS =A 


Y, %G 


| piluldn ; 


—Up 


e., the area under the curve gives the total radiated power. Were it desired 
Tadiate the maximum power density in every direction, the output required 
ou d be 2uy. Consequently, G, is given by the quotient of the two powers 
the two areas, respectively. 

_ Inthe following the radiation pattern in the xz plane only will be discussed, 
id the gain will be characterized by G,. 


2 2 
Gq= 2 = (8) 


| pa (u) du “¢ a 


| 

‘ 
g 
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-in the xz plane: 
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1/3. Definition of quality 


Quality is defined as the quotient of the reactant and real power. It h 
been shown [2, 3] that the reactant power is given approximately by the integr# 
of the radiation pattern for the physically inadmissible regions. (The physic? 
region is a segment of the u axis, |u| < Up, 1. e., where a real ) corel 
ponds to u.) Assuming again the separability, and expressing quality by th 
product of the qualities of the main planes, we may write | 

= cQaQs- C 
where ¢ is a proportionality constant, immaterial for the further discussic 


: 

mm“ otis ; 

Ts N \ o — { 
Fig. 3 ] 


Qas on the other hand, may be expressed by the radiation pattern of the pov : 


fp. (u) du + ie (u) du | 
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seg Rie Fite are ease oe | 


| THEORY OF APERTURE AERIALS 165 


In the present paper, some of the problems under (ii) will be dealt with 
io retically. Basing ourselves upon the quantities given in the introduction 
and the mathematical theorems in the Appendix, the following aspects will 
be treated of, viz.: 


. Condition of ensuring radiation patterns. 

. Approximation of arbitrary radiation patterns. 
. Ensuring arbitrary gains; an example. 

. Phenomena associated with increased gain. 

. A lower limit of Q, for a given G,. 


Nor whd 


Approximation of a given radiation pattern by means of the convolution 
theorem in the interval of u(—oo, oo), 
. Approximation by interpolation. 


oo =| 


Approximation of the power pattern. 


I1/1. Condition of ensuring radiation pattern 


According to equation (5), 


1 


pe 


- g(u) = | f(x) e* dx = F[f(x)] , 


—1 


hence, on applying the Fourier transformation (see paragraph 1 in Appendix; 
hereinafter: cf. A/1) we have 


oo 


f(x) =| glue du, (12) 


—co 


where the constant factor 1/27 is suppressed). 
The Fourier transform of g (u), owing to its physical significance, is 
ways existing, but in a general case the corresponding illumination function 
nay assume non-vanishing values in the entire (— oo, oo) interval.Accordingly, 
his kind of pattern would not be realizable except with infinite aperture dimen- 
ions. But as only finite apertures are at our disposal, we are to find an illumi- 
ation function which is equal to zero except in the interval (—1,1). Such 
ictions belong to class F, (cf. A/4). From the Wiener-Paley theorem 
. A/11) it follows that the Fourier transform of class F', functions belongs 
class W, (about functions of class W, ef. A/5, 6, 7, 10, 11 and 12). From this 
pllows that the necessary and sufficient condition for the realizability of a 
a diation pattern is its occurrence in class W,. 
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II/2. Approximation of arbitrary radiation patterns 


The general procedure is to find the illumination function to the prescribe} 
radiation pattern. Is the latter a class W, function, the former is immediatel 
obtainable by means of the Fourier transformation. With a different radiatio; 
pattern, there is no exact solution of the problem, and one must fall back a 
approximations. The mathematical derivations in the Appendix (cf. A/17 4 
21) reveal that if the prescribed radiation pattern is bounded and quadraticall 
integrable, then it may be approximated in the mean by W, functions. Th 
theorem is proved in two steps ; first, we show that in a finite interval sin nu/|ni 
can be evenly approximated by W, functions ; thereafter, that the convolutio; 
of sin nu/u and g(u) approximates g(u) to any desired accuracy. 

Accordingly, in principle, all the radiation patterns required from a practiced 
point of view can be produced with finite aperture dimensions. 


II/3. Ensuring arbitrary gains ; an example 


It follows from the preceding paragraph that radiation patterns of am 
gain can be approximated. It is now proposed to present a function, by whiq 
this is actually done. Let 


sin nu sin? nu 


g(u) =——_, pP(u) = 


nu n2u2 


This function gives arbitrary gains, provided n is large enough. Fro} 
equation (8) 


2U 
Ga Ug a oaae 
| p(u)du 
It remains to be shown that 
fimoy 
im 
n= | p(ujdu=0 , 
and this is done as follows: 
Uy , nUy co ; 
sin? nu l sin? ¢ 1 sin? t : 
See | ere See arg 
ee eres erie Wes en te n “a 


P It can be seen that, with n great enough, the integral ean be made arbi 
rily small, and the gain arbitrarily large, | | 


¥ 
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II/4. Phenomena associated with increased gain 


Let us postulate great directional sharpness in the physically significant 
wegion and examine what consequences will then be encountered in regions 


eaeside it. Let g(u) denote a realizable radiation pattern normalized to unity. 
Since 


; 


é 
| g(u)eW, 


che Bernstein inequalities are valid (cf. A/6, 12). Here, only the first in- 
Pquality is used, according to which 


g’ (u) =o g (u) | (in this case o = 1), 
where the circumflex denotes the peak value. 


On increasing the gain, the function becomes ever steeper in the interval 
—Up, Uo), that i is, | g (u) | increases. This, however, means that at some point 
he value of | g(u)| rises above | g’ (u) |. Since, due to the normalization, 
he function cannot be greater than 1 in the physical region, it must exceed 
his value outside the physical interval. Therefore, the steeper the function 


#3 within the physical region, the larger values must it assume without it. Outside 
the physical region the area under the curve is proportional to Q,, thus an 
focrease in the gain is accompanied by an increase in the quality. 

In this connection, an analogy may be pointed out, also from the field 
ftelecommunication. For any circuit, the relation between the time dependence 
‘() and the frequency dependence s (@) is known to be likewise given by a 
“fourier transformation. It is further known, that the greater the width of 
e pass band and the amplitude is, the better is the transfer of the steep part 
f the signal. If the pass band is between —o and + c, and the peak amplitude 
f (0) |, then | f’ (t)| is proportional to a7 and | f (2) |. It can be seen that the 
Bernstein inequality is valid in this case, too. ; 

Relation (12) also permits of inferences concerning the illumination 
nction. If g (u) assumes high values outside the physical region, that means 
that in the illumination function the high-frequency terms appear with a great 
| _ and so the illumination function oscillates rapidly in dependence on x. 
-To sum up, great gain goes hand in hand with superior quality ae wavelike 
Jumination. 

_ Weare now ina paaiaae to define ened the super-gain aerials, to which 
) much attention is being devoted in the literature. Super-gain aerials are 
als the radiation pattern of which assumes its maximum outside the 


lysical region. 
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5. A lower limit of Qa for a given Ga 


With a view to achieving simplicity in computational technique, tl 
minimum quality is sought not among W, class functions, but among functior 
of the wider (1DM), class, to which belong all the functions fulfilling the Bernste} 
inequality. The (1DM), class is obviously wider than the W, class, since ull 

functions belonging to the latter have other conditions to obey as well (fj 
details cf. A/9, 15, and 16). If, then, the minimum quality is to be found in cla 
(1DM),, the minimum in W, is bound to be greater. For the subsequent. cale} 
lations we need the radiation pattern of the power. Having shown that th 
realizable radiation patterns belong to W,, the corresponding power radiates 
patterns, according to A/13, belong to W,, (positive functions of class Ws 


where 
W o+ (z W, & (1DM), . ; : 
Our problem, therefore, ce to find the minimum quality in class (1DM 
at a given gain. The gain, and thereby T,, being given, the problem to be solv 
‘is, according to (11), ) 


} 


min Q, = min el =qom Tne 4 
1 1 


; Introducing the parameter p, where Pp = max { P}, we determine the mix 
mum of T, for a fixed Pp. Since . oe | 


-pe(IDM)s, 
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The value of T, being prescribed, we have a condition for (p.). It has a minimum 
when T’ is an isosceles triangle in shape and the slope of its side is p’ 


exactly (p’) ; 


7 “~ . 
value of (p’), owing 


jany deviation from this triangular form gives rise to a greater 
to the fixed value of T, and the maximum. Since T, and (p’) are related, 


= and we have min ‘(p’) === : 


hich gives 


(18) 


(19) 


i 
\ : ae . 
jin case p € W,.. this lower limit can obviously be bettered. 


1/6. Approximation of a given radiation ‘pattern by means of the convolution 
theorem in the interval (—°o, oo) 


From the following treatment the super-gain aerials are excluded ; in 
ther words, uniformly zero value is prescribed outside the physical regions. 
onsequently, the mathematical problem confronting us is to approximate 
he radiation pattern function go, for which 


c= 0, if lies Ue. (20) 
(his problem we solve by means of the convolution theorem, making use of 
he fact that g,€ W, and g, is quadratically integrable. In this case (cf. A/17) 
&3 = 81 *82.EW,. eee: 
We now have to determine the function g, which minimizes the squared 
leviations, i. e., which fulfills 


| |go—g. 2 du = min. (21) 


—o 
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The super-gain character is here excluded by taking the limits of integ 
ration to extend from —co to co. Were the minimum squared deviation sought) 
only in the —up, Up interval, disregarding the behaviour outside the physica. 
regions, the minimum would tend towards zero, and the quality towards infinity 


Let us introduce the following quantities 


Fifl=e. ° oF ad =s F [fs] = 8 


and 


ome i, em iso 


1 
F[fi: fal ro Sieos 
27 


| 
then | 
J lesa! du = .20, (inp dx = 2x (uh filter = i 
=% | |fQ|1—AlP a . 


where use has been made of the Parseval relation (cf. A/2). | 
Equation (22) clearly shows that the integral assumes its minimum wl | 
meee : = | 

Liem ea hes acer or . BS ii 


seh 
From this ‘it follows that 


Sin 


A= EA =2: : 
u 


vith ae 


a ee ea the minimum squared deviation is assured if the « 
__-volution of the given gy function is taken with sin ufue 
Ce ey 4 a Neo ta aS 3 a 7 Peay. wT cae a 2 ix 1 
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; : aL as . * le ne ee 

agree with the n zeros of sin u/u in the interval |u| << notes: Fixing the zeros 
of Q,(u), the function 


; sin u 


Fea) a 
(u) uQ),,(u) 


is definite but for a constant factor. Now we get 
g(a) = Y7.(u) Pru) 
ind postulate the agreement of zg, and g, at the n prescribed points. 


82 (Ux) a Ng (ux) P, (ux) (k wl és Ye iy eae 2 n) . 


“= 


rom the last equation 


2 (ux) / 
P,, (ux) V, (uy) (to Oneal kell ete) as 
Which serves for the determination of P,(u) . 
This procedure has the disadvantage that it is difficult to find the illumi- 
ation function. Another method of interpolation is therefore given here, which 
eadily yields the Fourier transform. 
The following form of the approximating function is assumed : 


sin (u—kz) 


Lr = eW,. 


u—ka 
he values of L,(u) at the points Iz will be 


ae 
| Fala? / 
4 0, IZ#k. 


We prescribe the values of g, at the points %Im(l=1,2,...,n), i-e., 
8; (It) = 8 (Iz) . 


hus we get the approximating function : 
n 

&1 (u) = > Be (kat) L;, (u) . 
k=l 


_ The same approximation is applied by Woopwarp [5 ], making use of the 
ell-known fact that a linear phase error at the aperture gives rise to a rotation — 


‘the radiation pattern. 
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Is this approximation found to be inadequate, it can be improved b 
The new approximaaay 


prescribing further w= Uy, Ug,---++,Um values. 
function, agreeing exactly at m+ 1 s poidte will then be 


TOE = SS 6s (le) Law) + a4 pLi(u) . 


where ix > uy and the coefficients A; are sey by the following system o 


linear equations : 


» 


5 m+t n 
82 (uy) = 2s A; Li (uy) + > 82 (kav) Ly (uy) » 


oe 


[aii k—-1 
m+i ne ; 
82 (Uta) => A, Li (ug) + ae (kat) Ly (ug) » | 
erate: Se x 
5 - c } 
m+i n 
82(Um) = > Ar Li (um) + > 82 (kat) Li (um) - 
[=14i k=1 ; 


To improve the approximation by prescribing additional points involve} 
the disadvantage that the illumination function assumes an increasingly intric 
character. 


II/8. Approximation of the radiation pattern of power 


Generally, the practical requirements are not for.a radiation patte 

of the electric or magnetic field, but only for a power pattern. In approximati 
the power pattern, we can construct an infinite number of field patterns belo: 
to it, and are thus enabled to select the one with the most favourable illumin al 
. function. = 


erie a a gu) function belonging to W, ie the property te ans) 
Paes" Bes pre . g(u)g(u)* = p(u)€ Way = Dak bag ox ae 4 


3 aes Aowier patterns met with i in practice belong to class Waser 


ee However, the EE theorem,” ‘generalized by Krein, 
tus (el. ee any FS erat, 
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The solution of this problem entails greater mathematical dificulties, in 
ome less intricate cases it can nevertheless be successfully solved. 
APPENDIX 


Mathematical theorems and definitions 


Theorems available in the ees are copied only, and reference is made 
9 the source. All other theorems are proved. 
; 1. Fourier transformation formulas 


a(u) = | f(x)el™dx , 


Are zi 
x) = — ue /"* du : 
Bh ee Jet ) 
tation of the transformation a 


FLf@) =u) and FE] =e 
ae Parseval Aes The above functions obey Sate, 


fre (x) f x ts) = ae w toe ae ; 


4c Coates theorem. ; | ait a 3): Cr eae Me : . c 
ae eg, FLAG =a) and FUE) =60) <a 
: ah dco 
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Two equivalent definitions are given. 


y(z)eEe . 
a) If it is an entire transcendental function and 


Max : 
— 2-7 l¥O)l < g 5 


roo T 


b) If 


TF oe dina a a 


and 


lim VG ce - 


ks 


6. Class B.. functions . 
yee B, if me) ae 


sal p (2) is bounded on the real axis. 
In respect of these functions the Bernstein inequalities are valid [ [4 


Lo dw @lecO@.. nee 
where tee eee, . . a 
| | (2) | = sup | y(2) [zara 
Ae iv@l<el QP —loeP - Ea). 
if this paper only the first, less strict, inequality is used. ane om 


1. ARES We functions. ay 
, Mae NI) 


rtf ane 
‘ Pag 
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10. From the definition of the above classes of functions it is obvious that 


Be oh, and aaNet 
11. Wiener-Paley’s theorem [4]. 


F[F.] = W, and F-1[W.]=F. , 


e., between F, and W, a mutually unambiguous correspondence is brought 
bout by the Fourier transformation. 


12. IES 
t ; We ashes 
» then, a function is included in E, and can be integrated quadratically, it 


; at the same time bounded on the real axis. Accordingly, if »(z) € W,, then 
(z) |< k on the real axis. 


Proof: since on the basis of Wiener-Paley’s theorem 
9 O=F*[y@leF, , 


1erefore 


| \w@|=| fe@e*at| < fiv@lae< [M1+\0@ea< 


< [D+\9o ele =20+ fipoeace 


5 fhe? words, Berettcm « theorem also holds for the W,, class of functions. _ 
13. If y(a)€ Wo, then (2) =| ys) "Way, and permits of absolute : 


Sak ee re ee ad sk ge al eh tyaa so Hv radiate” pi rt 
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‘3 ae “then : scoig to Wiener Paley theorem c Aju) : = ae 
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III. p(z) permits of absolute integration, because 


[\me)lde= Jl v@P de<ha- 


—o 


—o 


orem is likewise valid. If “(z) € Way 


14. The inversion of the preceding the 
be written as p | 


and permits of absolute integration, then p(z) may always 
u(e) =|v(@|%, where y@)eWe- 


Proof : 
I. From the Fejér-Riesz theorem, generalised by Krein, it -follc 


that y(z)€ Bo 
II. Since rite) permits of absolute integration, p(z) can be integrat 


quadratically, wherefore v(eeWo- 
15. If y(z) e W,, then y’ (2) rons 


Proof: since on the basis of Wiener-Paley’ s ‘theorem 


oft) =F (y( Fe er = || 


| 


therefore 


o 
y(z) = “| (el dt . 
Differentiated in respect of z 
ACL aR ACe ee oe 


Esse alt! “pers dea 5 ne a eS : ~ a 
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.ccordingly, 


| v'(2)EWo. 


The theorem, of course, holds good for any of the derivatives. 
16. For any integer n it is 


W,. C(nDM), . 
Proof: If 


1en, from the Bernstein inequality, 
|v’ (2) |< o/¥@)), 
Iv") |S o/ V2) (<0? |9@)|, 


Ly (2) | <o"| H(z), 
hich means exactly that it belongs to the (nDM), class of functions. In view 
¢ the fact that W, has additional conditions to obey, the (nDM), class is 
wider one than the W, class of functions. 
By S1t 

vi(z)eWo and = (z)e Fa, 
ten 
Ps (2) = Yi (2) * Y2(2)€Wa 

B Fig. 6). 
Since y,(z) € F,, therefore F—*[y,(z)] = 9,(t) € F, . The inverse Fourier 
ansform of y,(z), p(t) = F 1[y,(z)], is bounded on the entire real axis (the 
monstration is analogous to that in 12), wherefore @,(t) = q,(t)p.(t) belongs 
_F, and, accordingly, its Fourier transform is 


Flv, (0-92 (0] = = v,(2)* v(2) = = va (2) Wo - 


18. If P(z) and Q(z) are polynomials of the same degree and the zeros 


sin 02 
Q(z) are all zeros of — » then 
z 


; Ae mn : - 


emonstration : From the condition it follows that h(z) is an entire transcen- 
ntal function. We prove that 
# ; 


EW. 


h(z) € E, ; 


| Acta Physica VI/2 


fF 
: 
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substituting h(z) into the equation of definition 
P(e) 
“| e@ 


Max | In 


jzl=r 


z 


Ae ~* 
| enol 


yy (2) | | F [4 -Hlt) 
“a Ox eZ “oo | S rm | 


TF ied $lt) 


Max In|h(z)| 
r 


—$—$—$—<—$——$— 


4 a is <6 


if (nea se HizIt Walz) 
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‘t remains to be shown that 
h (2) €L? (—co, ©) . 


jet us divide the real axis in accordance with Fig. 7. Let T be so large as to 
ixclude zeros for Q(z) in the | z| > T domain. Then 


[lA@Pa:= fine dz + finer + fi h(z) 2 dz. 


A 
, the |z| > T domain | A(z) |? can be majorated by the —, function. 
e 


=7, 0 7 
Fig. 7 


cordingly, the first and third integrals yield finite values. The second integral 
likewise finite, the integrand etl Se bounded and the integration extending 
ver a finite interval. 


19. In the | z| <d interval 


sin nz 


Nz 


n be uniformly approximated on the real axis with functions from W,. 


. : 
EES Ps ais ta EO ea wes 
a 0 Nt Mt 3 

Fig. 8 


This is demonstrated in two steps. First an Ry(2, n) function is constructed 
ich belongs to W,, then it is shown that with its aid it is possible uniformly 
sin nz 


. 


approximate 
PP a 


I. Let the zeros of the entire transcendental function Ry(z,n) be (cf. 
= 8) 
5 id k ae 9 
n . 


[k=1,2..,Nn, n(M+1), n(M + 2)...]- 
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M is selected so as to ensure agreement in the number of zeros of th 


functions 


niN= MM. 
We now define Ry(2, n) as the canonical product possessing the 


Ry(z,n) and ~~ in the | |< Mz interval. This is fulfilled, 
: th z 


roots : : 4 
s 


oe 
k272 ’ 


co 


INI Zeer) I] [2 — 
k=1 kn?) p=Nn+1 
This infinite product is convergent. 


Taking into consideration that 


sin 2 2 2 
peice Poe ines 
4 tT | kz? | 


the new form of Ry(z, n) is 


—— SS tee eae 


(where P(z) and Q(a) are polynomials of the same degree), and this, accor 
to A/18, belongs to Wj. S ; 
Il. owe now show that 3 oe | 


gh ReGen sb oy sr \ypigemt ronal 
Noo| sinmz | . ~ oS 


nee th in ei the two watery in cee (— _Nn, Nz) oer i 
: “for every + ava ne: this means that, provided Nis pens pgs the 
sf . be made arbitrarily st 7 
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First, the numerator is estimated 


ies 
eee aay 


foe) 


~ u®(Nn + 1)2 
a keg? 


~ 6 (u) ; 


k=Nn+1 | 


here ®(u) is continuous and ®(0) = 1. 
Therefore 
be lim @(u)=1 . 


u—0 


= So — any € > 0 there exists a 6, for which | Ou) —1|<e, provided 

4 | < 6. It now remains to be shown that in the | 2) <d interval there exists 

or every z and any 6 an N, for which |u| <6. 

Since 

= ot ea << : 
n+1 


ju|<6 ae Ww —1i<e é. 


| The | same can be shown for the Henomiant as Seth eaten 3 the 
ient too tends to 1. This completes the SUE 


E 20. If 
se 


where it Sollonis from. aes and A/19 that 


Proof : 


182 R. KOVACS and L. SOLYMAR 


where 
ie rot 2am = Le aliens = 
z 0; if tion 
~ and j 
YP (t) rg I nets [g(z)] sion . : 
on using the Parseval formula (a) can be written as follows : | 
lim 2 [Ln )9() — 909 # a= Him 2f 9) |Ln 0) — 


Since g(t) € L2(— co, oo), the above expression tends to zero, and so the dem 


stration of the theorem is complete. 
21. If g(z) € F, and is bounded, then in the |z| <a interval it can b 


approximated in the mean by i lt of the W, class, i. e., 


—1Pdt= lim an] Jive a+ fiw ora, | 
TT 


| oe (= n) #22) —2@) 


ie Paes en Pr 


Rs (an) *6@)€W, 


) = - 
uae 
= ‘ 
=) i 7 
| : ‘ ot ; a 
i ‘ i. 
: : = s «J 
‘ > bes ‘ 
Nz i. 


Brewer 
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et us estimate the first norm for n > ny and N> N,. 


sin nz 


nRwn (z, n) — 


~ 
~ 


* g(z) | - | | nRy(t, n)— 


sin nt 2 : 
__ sin =| g(e—1) a i IP 


: 
she absolute value can be estimated as follows.Since outside the (—2a, 2a) 
aterval g(z—t) is zero and | g(z)|< K 


Lf porto"). ear) < 
#8 . 2 
< K. | n Ry (t, n) Rak oe eae al <(Ke’ 4a)? ‘ 
—2a 


iserting this into the expression for the absolute value, we get 


: a 1/2 
| [rR (z, n) es = * g(z);}< xe 4a)? . jas| = 
= 42 Ka3/*¢’ , 
m which, if e’ = Re she , it is seen that this norm is smaller than ee 
8a3/2 K 2 2 


1e theorem is thereby proved. 
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OBCYIKTEHHE TEOPHH MOBEPXHOCTHOLO M3JIYUATEJIA. HA OCHOBE — 
CBOMCTB IKCHOHEHUMASIBHbIX @®YHRUMK 


P. KOBAY u JI. IWOMMAP 
Pe3wmMe 


Ha ocnope TeOpuH NOKasaTeIbHbIX PyHKuUni, paspa6oTaHHoit B MaTeMaTHKe, Tipe 
omaraad oTWenmoumecn @yHKIM OCBeLIeHHOCTH, aBTOPb! OOcy>%KAaloT cieAytoulne TIpow 
HeMbI AHTCHHI: HeOOXOMMMOe M focTaTOUHOe ycuIOBUA peamM3syemMocTH XapakTepucTH : 
HampaBleHua, MpHOmoKeHHe XapakTepHcTAMK 10000 HallpaBICHHA, HW KHAA rpaHuia oi 
POTHOCTH Ip 3aanHOM BbInrpHMUe, Mawee pasiM4Hble sakaqn npuomm Kens. 


i ee ; 
eh | ~ oar 


Rey ie pranse ans gh acco ale tinkdeeing 
: a, oa ee a eke 


ae hf ae 
oe d rm “ 


| THEORY OF SUPER-DIRECTIVE LINEAR ARRAYS 


By 


! M. Uzsoxy and L. SotymMArR 


RESEARCH INSTITUTE OF TELECOMMUNICATION, BUDAPEST 


| (Presented by G. Bognér. — Received 1. X. 1955) 


Using data pertaining to the elementary radiator feeding and geometrical arrangement. 
{pediently selected characteristics of an aerial system are defined, viz.: geometrical gain, 
fometrical quality and tolerance sensitivity. The geometrical gain gives the gain of an array 
‘isotropic radiators; the geometrical quality shows how many times less is the band width 
‘the array than that of the elementary radiator; the tolerance sensitivity is the numerical 
cpression of the extent to which the system is sensitive to current distribution variations. 
hese characteristic properties are arrived at by making such simplifications in the strict physi- 
jl definitions as result, on the one hand, in the separation of the properties relevant to the 
mstructional details of the elementary radiator and to those of the aerial system; on the 
cher hand, in formulas more amenable to mathematical treatment. These simplifications yield. 
simpler relationship of the three aforementioned quantities. Four of the current distributions 
salt with in the literature are selected to show on hand of a few concrete examples, the values 
iken up by the newly introduced constants. Lastly, a generalisation of the solutions is attempted 
_ seeking the current distribution which gives the highest geometrical gain in case of various 
ambers of components and a prescribed geometrical quality. Mathematically, the original 
toblem is reduced to an extremum problem with given auxiliary conditions. 


T/1. Introduction 


For a long time papers have been published dealing with the theory of 
ae so-called “‘supergain” or super-directive antennae. Its essence is that with 
nite dimensions of the antenna any desired gain can be obtained. This end is 
chieved by means of continuous current distribution, or by the juxtaposition 
f a sufficient number of discrete radiators. The present paper deals only with 
e theory of the discrete radiators. 

ScHELKUNoFF [2] was the first to take up this problem. He evolved a 
hod for linear equidistant arrays whereby substantial gains are obtainable, 
e did, however, not deal with the upper limit of gain in case of a constant num- 
er of elements for variable current distributions. He mentions, all the same, 
hat with a marked increase in gain both radiation efficiency and band width 
ecrease. 

_ Dotrn [3] took up the problem of maximum gain Peking for his point 
departure the requirements of radar technique and setting himself the task 
letermining the minimum main beam width at a given side-lobe Biacnmalion. 
angular resolving power of the locator depends indeed not on the gain but. 


186 M. UZSOKY and L. SOLYMAR 


on the width of the main beam. The problem was solved by DotpH with the aif 
of TCHEBYCHEFF’s polynomials. | 

The maximum gain for an end fire radiator consisting of n isotropic elll 
ments was first determined by UzKov [4], who, however, took only two equidi} 
tant arrangements into consideration. He demonstrated that, with the distan«| 
between the elements being 4/2, G =n, and with the distance tending toward! 
zero, G=n*. His method of calculation was to separate the radiations of the e 
ments into components orthogonal to each other in the n-dimensional comple! 


space. 

: Using TcHEesycuerr’s polynomials, an equidistant array of A/4 totil 
length and comprising 9 elements was designed by Yaru [7]. Its maximum cu) 
rent is above 17 mA, with the other currents of roughly the same magnitude. | 
the main direction the sum of these currents gives a radiation, which in a sing: 
radiator corresponds to 39 mA effective current. Accordingly, all the currenj 
must be kept constant with great precision and losses are bound to be substai 
tial. From this YAru concluded that, as the super-directive array is exceeding 
sensitive to tolerances and of small efficiency, it cannot be used for practic; 
purposes. | 

That super-directive arrays are nonetheless of practical use has been prt 
ved by Buocu, Mepuurst and Poot [9]. These workers have solved tl 
extremum problem for a general case and determined the current distributi 
which yields the maximum gain for a given geometrical arrangement. They d 
not take into account band width and tolerance sensitivity when investigatin 
current distribution, and so these two factors could only be determined durin: 
operation. | 

Let us now sum up, from the practical side, the requirements to be f 
filled by any linear array of radiators. Aerial arrays of this type are used predf 
minantly for decimeter and meter wave bands, since for longer waves the 
applicability is limited because of their dimensions, while for microwaves 
diators with continuous current distribution are generally preferred, being easi 
constructed. 

Because radar is no longer operated in the above band, we need not di 
cuss here the beam width of the main lobe, nor the attenuation in the side-lobe 
In applying these aerials for television or multi-channel purposes, the essent 
factors are } 

(i) gain, 

(ii) band width, 

(iii) sensitivity to tolerances, 

(iv) radiation efficiency, or what is equivalent to it, effective gain. __ 

Since it is shown below that in every case which is of practical accou 
othe gain almost agrees with the value of effective gain, this paper deals om 
with the first three factors. iW . 
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1/2. Calculation of the magnetic field 


The magnetic field due to a single radiator is given by 


—_ yr 


| - ERG ae oe 
: el bres are (1) 
ol tec 


where R, denotes the radiation resistance of the aerial, Z) the wave impedance 
of free space, r the distance of the point of observation from the radiator and 
‘fp a unit vector towards the point of observation, y = a + jf is the complex 
feropagation constant, athe attenuation, § the phase factor, .7 the complex cur 


Fig. 1 


ent in the radiator, and g, (r°) is the radiation pattern of the elementary radia- 
or, which satisfies the condition 


1 es 
aan | Beged2 — ie 
An 5 


here Q denotes the solid angle. 

_ Departing from this formula, we now proceed to investigate linear aerial 
rrays, consisting of elements of identical pattern placed along a straight line. 
le suppose that the directivity of an elementary radiator is essentially less 
an that of the linear array. In Fig. 1 the points, altogether n in number, 
epresent discrete radiators of patterns - (ro). Considering the path differences, . 
he magnetic field caused by such a linear array in the Frauenhofer zone is 


Ch. 


en by © 


ose R en = s n 45g 
H -|/ : (P) > Fue Fe) (2) 
Agi Pa 
here %;, is the vector directed from the origin of the coordinate system which 
re have chosen on the array axis towards the k-th element. 

In our subsequent calculations the attenuation, @, will be neglected, and 


will be substituted by jf. In order to express equation (2) in a more conve- 
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nient form, we introduce the following abbreviations : 
u = B (A) = up (29°) = ty cos O 5 Wg = BAS Be= Abas 


where the vector, ‘/ is directed along the array axis, and its length | as | = 
has an arbitrary and later appropriately chosen value. Let us further introd 
the following spectra : | | 


V(u) = (ei, eff, 2. elt, ., cAal) , 
ie MEN (eo Ns Signe) 9 eeades sxe Led > 


With these notations (2) will assume the form? 


——J Br. 6 
fies Be (7°) FX V (u). 
0 1 fs 


, eT ee ee perry 


1/3. Definition of the geometrical gain 


line the calculation of the gain we first have to define : some auxiliary q quai 


tities. > | 
The power density referred to unit solid angle is given by 7 

dP vist 26 . | 

ao 77 OR) = Ga) ZL (a B Mol. 

= 

The gain corresponding to the Fra Hi is defined as the power density in in| i 


direction divided by the average power density : 
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| Hise f f 
| P= [ [2 V(w)] [Vew) 2] (Ges) a2 = 


Q 


Rs ; oF 7 en 
= LZ M00] Le) 2] Ca ~ oma d2 


Let us now assume that in relation to the pattern of the array the pattern 
if a single radiator changes slowly, and let us denote by uy, the place at which 
ae pattern of the array is maximum. Then 


it a> hoe 3 
se — ai (SeSe)uy, | [Zz A (u)] [V(u) | d2) = 
: 2 
iit, eee 6 
= Bey, | LZ U(w)] [Vw).2] 22 sin dO = (0) 
~ ri) x 
[ Ona ears 
iad (ZeBe)uy | [-X V(u)] [Vu) 7] du. 
‘0 —I, 


is now possible to express the gain as 
ogy — Pe ey La) Vu) 7] a 


fee re Be u c 
(Se Se) 'M = i [ze V(u)] [V(u) IF |du 


—U, 


aere the first factor, to be denoted subsequently by G,, depends on the proper- 
ss of the individual radiators, while the second is contingent on the feeding 
d the geometrical arrangement of the elements. (It will be noted that the ex- 
fession for the radiated power is not, as would follow from general physical 
asiderations, a quadratic function of the currents. We have approximated 
is quadratic form by multiplying the quadratic form of the output of an iso- 
ypic aerial with a correction factor dependent on the current distribution. 
\e accuracy of our approximation increases with the sharpness of the pattern.) 
the present paper we only discuss the second factor, which we call the geo- 
‘trical gain and denote by Gy. (Incidentally, this geometrical gain is equal to 
2 gain that would be obtained, were the array built of isotropic radiators.) 


| Introducing the matrices® 
Uy 


Ba VwOVu) and A= | YON an 


Uo 3, 


* 4 ; > [ . * 
8 The elements of the matrix c=a o b are defined by cix = ajb;. 
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the geometrical gain will have the following form : 


To clarify the role of the first factor let us determine its value for the case | 

which the individual radiators are elementary dipoles, with the same orientatic 

and with their axes perpendicular to the array axis. ; . ) 
¥ 


Fig. 2 


In Fig. 2 the dipole moment is denoted by p. 
The pattern of the dipole is 


I 


we 
ae 
N | | 
— 
- 
| 
ae 
t =| :. 
ze 


further : L 2 

, ” . 
z 0-20 u “4 

A r-A =—=cos9 a 

Be ee PR ‘ tii; “Saee 

seer ih Grek ators’ gilt sizes). Aba feu: 
| aPLbe chy aot. aE Fo perinietanes Teens 
: - nae ‘eae. 


TO tg, ee ene 
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Substituting this into the expression of G,, it follows that 


u 


1 — sin? O.coe? stn? >| | cost 
ee -OSs* 
Co In cos* Y 9 Up 
. 9 9 
sin? Oy, uy \? 
. a 1+ /—“* 
9) 
. ne Ug 


| GC. = 2 : 

: 

| 1 we 

Uo 

i 

or an end fire array a0 seit petit, ik 
GC. = 

vor a broadside array O=00° iy = 0% : a 


Obviously, then, the gain is affected by the pattern of the elementary ra- 
iator. But with the latter already selected, the gain depends solely on the feeding 
od the geometrical arrangement. 


1/4. Definition of the effective geometrical gain 


If the aerial losses are taken into account (and that indeed must be done, 
or if the radiators are too close to each other, the radiation resistance decreases 
narkedly and the loss resistance can no longer be neglected) then the gain must 
je related to the input, and not to the output, as was done previously. The 
ain so defined is the effective gain. 


Gass Py a R;(Se8e) JB TF ee 
4 P,-+ Py Rs (8c8e)a,,7 AT +RVF TF 
Tek V MLD 


R, (BeBe) uy, LAYS 
Here the first factor is a familiar one, while the second will be called the 
fective geometrical gain. The expression 
__ Ry 
Re (BeBe)uy, 
be subsequently denoted by x, depends on the properties of the elementary 


diators. In the example treated in the preceding chapter the value of (8-8), 
3/4 for a broadside array and 3/2 for an end fire array. 
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This fact also indicates that the fraction R,/Rs is of decisive importan}} 


for the value of ~. With these new notations: 


1/5. Definition of tolerance sensitivity 


The toleration sensitivity, denoted by T, is defined as the ratio of 1 
squared relative deviation of the magnetic field in the main direction to tj 
squared relative deviation of the currents. 1 This expression, then, indicates t 
variation of the magnetic field intensity caused by a AT, variation in jj 
currents. 

In the evaluation of T the following suppositions are made : 

1. The average of the errors of currents flowing in the elementary sour: 
Agi == 0. 1,€., Ca .X nN, Where the swung bar signifies the average of numer¢ 
measurements, and the index N the nominal value of the current. 

2. The variations of currents flowing in different sources are independ| 
of one another. 

3. The relative squared deviation of the currents is the same for ed 


elementary radiator, 


es AF ATK 
Sx Cm. 


which simply means that each current can be adjusted to the nominal va 
with the same percentage of error. 

It should be borne in mind that the second supposition is not strictly va 
in a practical case, as at a fixed power the currents do depend on each ot 
From supposition 1 and 2 it follows that 


Ee” 


ANZ AVP H=AFi Ae = 0, if ixk. 
‘We can now write 
H(uy) = K ZV (um), 
where K denotes a constant vector, and 


AH(uy) =KAY V(um), 
AD (Ao eee hates 


where 


The squared average deviation of the magnetic field is given by 


1 The relative squared deviation 
is defined as the ratio of the average of th 
tion squares to the square of 2 nominal value. Se ae 
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OS PO a gh Op a Pa 0 aN se 7 ea ee 


NH AH = (KK)[V um) A F|[A2 V(um)] =(KK) V(uy)(A20AD) V(uy) = 


ate Vium)(AT:i A. as VK * (U4) = 


~SoS ES 


1 =] 


a gives for T 
HAH 
{ jh i H ¥ 7 7 med J 
: IS Ek [7 V(um)| [Vium) 7] 
| TT 
/ith our previously introduced notations 
we a 
$e Ls : (11) 


1/6. Definition of the geometrical quality 


For the definition of Q the complex expression of power is the starting 
oint. 


n n 

= LI 

i=1 k= 
here the mutual impedances are denoted by Z;x. 
At the frequency of operation the power is real. With a change in the 
equency, it becomes complex. (The band width is characterized by the extent 
which, upon the effect of a certain percentual frequency change, the i imagi- 
ty part of the power changes in relation to the original power.) Accordingly, 
e Q of the aerial as an oscillating element is ciecd as follows (see Appendix) : 


seclis 
P, dw 


O= J Jm| (12) 


oN 

enoting by Q, the quality of the individual elements (which in fact is between 
and 10), the mutual impedances are Q, times less sensitive to a change in 
*quency than the self-impedances. This leads to the simplification of neglec- 
ig all the off-diagonal elements in the impedance matrix during the deriva- 
nm in respect of ce path this simplification 


iy oh EAE: | 
pe ie dw f= Ons 1 4 Nn dX os eJ- . (13) 
2 R,(8-8e)o,,.7 Ar (BeBe) uy) 2Rs do FAT 


Acta Physica VI/2 
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where X is the imaginary part of the self-impedance, the same for each element 


the factor xee 3 
(ScBe) uyy ° 

as we have already seen, is of the order of 1, and 
wn dX 
2R, dw 


gives the Q of the elementary radiator. The last factor expresses the influen 
which the geometrical arrangement exerts upon the band width, and whic 
may be adequately termed the geometrical quality and denoted by Qy. 


=> on 14), 
eae | | 
1/7. Relationships between eg, Geet, T, and Qg 
Let us collect here our previously introduced quantities : | 
B 
Gg = ZBL > G gett = Ge ? 
JAF Seas 
FAT 
ETS | < 
Opa ae T= Z wh 
| ee! TEL | 
The following relationships are at once evident : | : | 
geff = ene aa: G,T = Q; - 


For aerials that have so far been put into operation % is less’ hé 
nor can Q, assume any great value owing to requirements of band wi 
cases of practical account there is ma 


de © 
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. 1/8. Dependence of G,, T and Q, on the patterns 

In calculating the values of Q,, T, and G, for 
infrequently find that the patterns are more amenable to mathematical treat- 


ment than the expression of currents, wherefore we now express our formulas 
With the aid of the former. 


As in the following only isotropic point sources 
ation, the pattern is given by 


Some arrangement, we not 


are taken into consider- 


g(u) = F Vu) . (17) 
‘n this case the current distribution is 
ree ery 
ae ra g(u)V(u)du , (18) 
—b 


Equation (18) can be proved in the following manner. On substituting (17) 
jato (18) we have 


I= | lim S| Hovwdul yr 


—b 


3 by separation into components we can show that 
b 
lim —| V(u) OV(u)du = J, 


boo 2b ‘ 
—b 


here 7 is the unit matrix. 


This means, that we have the following identity : 


‘fie os Cuda = oe Zh lin al V(u) 0 V(u)du 


f= 
lim Ay Qe 


om which it can be seen that only G,-needs to be cee by the patterns, 
nce an integration gives Q,, and the quotient of the two gives T. 

The gain expressed by the Parkerss is given by a well-known, physically 
most self-evident formula : 

(8 8)uny 

esaccaeiy 

5 | (8 a)du 
2Uy 
—Hy 


G,= 


rer 
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Let us also note the value of Q, and. T in this representation 


hae (8 8) nee —~ | (88) du 
= —b 
0,= : T= = ‘ 
- 1 e ie = (g B)uy 
—— | (gg)du 
2Up 


—Uy 
In case of an equidistant array, the function g (u)is periodic with a period 2: 
} 


and the above expressions may be further simplified. 
Let the distance between neighbouring elements be A, and let us assum 


that the origin of the coordinate system is at the position of the first elemer | 


Then ; 
edo Vu) = (Let eae of areas ae 


while the integral will assume the form 


tm | @i) du = lim =a (g2) du ~ 4am du 


—kn 


For an eqitdistant array, therefore, 


ol oe ey ; . 
fen d i | 
| an) (g g)du = {aa | 
EN wel 8) a | 
Poe tesa 
=U . “ok 


os Pron equation (19) it is at once Sioiont that for any Uy cofhichis is wee 
a multiple of x, Q, = 1, i. e., for an array, oe the spacing isan pee 
“Saad Oe) the sand, tanh ne ee : = ae 
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) The detailed calculations will not be reproduced here only the results will 
oe shown by diagrams. Generally, G,, T, and Q, are all functions of uy and other 
parameters, wherefore we shall use in the following a representation which is 


UK ey Cont. : 


Brows 


> SSsss SSSs~ SO GY Ass 


Fig. 3 


fonnection between G,;, Q,, and T, these three quantities may be represented 
ly the points of a plane ; the points belonging to the same value of parameters 
e connect by a curve. Fig. 3 gives the case of a broadside array for parameters 
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Fig. 4 


6) Binomial distribution of current. Binomial current distribution is a 
mple example of “supergain” arrays. Let us investigate a system of end fire 


ea u-+Ug Bee 


Pac iy 
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Fig. 4 shows the situation for 2, 3, and 4 elements, respectively. It is seq 


immediately that a relatively small increase in the geometrical gain, Gz, is accont! 


panied by an abrupt increase in both Q, and T. 

Let us now deal with the following problem of practical significance. 
calculate the values of G,, T, and Q, for A =A /4 and, assuming a great numbs 
of elements, we investigate the dependence of the above three quantities on tl 
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I 
overall length of the array. We introduce the denotation do = raiae Ug, whe 
dy indicates, in phase angle, the reduction of the spacing in relation to the ea 


A 
where A = me - Then 


Ma Saas : G,= V@—) wt 
(n—1)x eI) erfe (dg/n—1) 


1 
Ope Sees 
: erfc (5)/n—1) 


th 


where according to definition 


ete et 
V a 


So parame at 
& 
| 
os 
Qu 
~ 


Let us calculate, for a total array length of 2,5 A, 7,5 A, 12,5 2, and 25 A, the che 
in G,, T, and Q, in case the overall length is reduced by 0, 5,10, 15, and 20%, | 
« ~ spectively. The results are shown in Fig.5.It can be seen that given a great nui 
ber of elements even a small percentual deviation from the spacing of AJA § cit 
rise to a rapid increase in both T and Qy. 
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| c) TcHEBycHEFF—Do pn current distribution. In case of A > 4/2, the 
nerial array designed according to the method of Do.rH gives the minimum 
joeam width for a prescribed side-lobe attenuation. The method is described 
a [3]. 

: Here we confine our attention to a particular case, that of an array consis- 
ring of 4 elements with spacing A = 4/2, and a side-lobe attenuation of 20. 
jfrom these data we get 


| G, = 3.55, Te2= 0.292 * Or), 


in overall length of L = 3/2A and with an even smaller gain than that of an 
herial fed by currents of equal amplitudes. 


.—_»—____o—___2___0—___2___2___o___—_+ 
Ay A3 Ap A; 2Ao A, A> As Ay 
Fig. 6 


The method of DoLpu was generalized by R1BLet [5 ] for the case A <A/2. 
de showed that with this current distribution “super-gain” features are like- 
wise attainable. A concrete example is given by Yaru[7] for a broadside 
ay with 9 elements and of overall length 7/4, with side-lobe attenuation of 
9,5 = R. Without following up his design in all its details, we only make use 
f his results. The array has a gain of G, = 8,5 and the relative current ampli- 
des are 


A, = 8,893,659 - 368 7, 
A, = —14,255,059 - 703 2, 
4 wey 161.4832 120.6, 
4 A, = —2,062,922 - 999 4, 
TS 260,840 - 226 8, 


here the A; denote the currents flowing in the isotropic radiators as shown in 
ae. 6. 
_ In working out this example, Yaru wished to show that “‘super-gain” 
erials are unsuitable for practical purposes. Let us now calculate the tolerance 
ensitivity and effective gain of this array by our definitions. 
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ee Si 


*~ AE MOVMZ (L5) 


, 4 use all the elements of the matrix B= V(0)O0V(0) give i 
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Substituting the values given by YARU we get 
18 
T = 2,19.10"", QO, = 1,86.10*°. 


Due to the magnitude of Q,, the effective geometrical gain is also strongly re 


duced in this example. 


Assuming for x a value of 5.10 7, we get 
G gett = 9,15 el (pets 


These calculations fully corroborate YARU’s conclusion about the unsuit 
bility of this arrangement. 
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Fig. 7 


d) End fire array with equispaced zeros. It was shown by SCHELKUNO 
that the pattern of any equidistant linear array is given by a polynomial whe; 
the zeros of the pattern correspond to the zeros of the pdlynomial on the 1 
circle of the complex plane. Provided there is an even distribution of roots | 
the physical domain, antennae of “‘supergain” character are obtained. } 

Fig. 7 shows the variation of G,, T, and Q, for 2, 3, and 4 elements. T! 
possible inferences are the same as those drawn in the case of the array V 


binomial current distribution, the only altereties being that here the geomet 1 
cal gain is greater. . 


| 
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Il. Calculation of the optimum current distribution 


Now we are in a position of to deal with our original object, namely, the 
lution of the extremum problem. As has been stated in the introduction, we 
bek the current distribution which gives rise to the maximum geometrical gain 
wr a prescribed geometrical quality. 


pena! Q, = prescribed! 


Our expressions being homogeneous, it follows from equations (15) that 
jar problem is tantamount to finding the maximum of -7 B.7 in respect of 7, 


ith prescribed 7% 7 and FAT. 


J BY =max! 7 7=prescribed! 7AT = prescribed! 


In view of the fact that the subspace of the 7 space,the former fulfilling 
1e subsidiary conditions, is bounded, -7 B-7 has a maximum. As, further, 
the expressions can everywhere be differentiated, the maximum sought for is 
¢mong the extrema given by the variation calculus. The finding of the extrema 
yn thus be reduced to the 


JBI4ATFTAT +47 JF =cxtr! 


remum problem, where A, and A, are Lagrangian multiplicators. We equate 
‘e variation of -7 to zero, i. e., 


2RebI|BL+hAT +a] =0- 
is expression eiret vanish for any variation 6.7 , which is only possible if 


BI+hMAT+AF=0. 


V(um) [-% Vum)' +4 AX +X =0. 
cluding only minima by it, the supposition is legitimate that 


J V(um) #9 
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and we now introduce these abbreviations : 


Ay Ve hy 
I ACN (a Bie 
Then 
Vu" AL —-1F=0, 


whence 
| = (AL + wA)-1V (um) - 


As we fea obtained only one solution, and as among the solutions there m | 
be a maximum, our solution is the maximum sought for. 

Substituted into (8), the value of .7 in (19) gives the maximum G, um 
the prescribed auxiliary EEO at 


i a 


(V(uin) GL + 2A)? Vlund 
(AL + pA)-1 V(uy)AGLI + pwA)-1V (um) 
[Vium) AL + #A)-1 Vm)? _ 
V(um) QL + wA)-? AGI + A) V(um) 


(oe 


eh $ = ig ei 
={2 [un O14 dy? Leu) Jb 
(| | i a 


which can be gahingll directly by derivation. 
_ Similarly, substituting (19) into (11) we get ~ 
Vem) UL ed)=9 Vin) 8 
est —_ = —— V(uy) (AL -uA)-LV{[ in 
Telean G+ 1a) *Leoug [ee Oi aaa 


“a "Introducing the notation: fate ad 


—. 


. = a= Came 
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re have for Q, 


The simplification inherent in our treatment leaves only ® to be calcula” 
ed, and from this quantity G,, T, and Q, can be derived in a straightforward 
aanner. Reserving the general discussion for a forthcoming paper, here we deal 
nly with two special cases, viz.: — 


8) tor, == 0, 
b) for A= 0. 
a) 4 =0, resp. A = 0 indicates that the minimum tolerance sensitivity 


s sought for without any condition. Here 
AZ =V(um) » 


| e., the minimum tolerance sensitivity is achieved when the current amplitudes 
jre equal and the current phases agree with the phase of a wave travelling in 
‘he direction of uy. But, this is nothing else than the current distribution with 
gual amplitudes dealt with under I/9a. 

b) The condition 4 = 0, resp. A, = 0 signifies that the auxiliary condition 
Joncerning Q, is not taken into account. In this case our results agree with those 


f Biocn et al. [9]. Here we have 
pA SL = Vum) - 


- Equation (8) and the definition of A show that the voltage spectra at 
joe input points of the elementary radiators are given by 


U = R.(Be8e) A TF : 


herefore the results can also be formulated as follows: maximum gain is 
shieved when the voltage amplitudes are equal in the elementary radiators and 
aeir phases agree with the phase of a wave travelling in the direction of uy. 


n this case 


V (uy) A-* V(um) 
Cx(um) = Vm) A-* E(u)» T= [wal AV (uy)? 


2 Hay) AV (und) 


_ Fig. c) is a common oscillating circuit. Fig. b Lis eae the ee dep 
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APPENDIX 


The Q of the aerial, as an oscillating system, has been defined as follow 


C= dm o dP, 
2 P;, do 


ON: 


This definition agrees with the energetistic definition of Q whenever t 
impedance itself is a series or shunt connection of reactant and ohmic elemen 
(Cf. for example, MIT 8 page 230). However, the energetistic definition i is 
invariably characteristic of the band width, as can be seen from a compe 
of two circuits of Q’s identical according to energetics. ; 


i 5S = | 


de 


/Z/ 


8 aa, 3) 


c) es ° 


Fig. a) isa pond approximation of the input impedance of a ee) r 
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Z0PHA CBEPXHAIIPABJIEHHbIX JIMHEMHbIX V3JTYUATEJIBHbIX PATOB 
M. Y)KOKH u JI. WIOMMAP 


Pesrme 


Ne eee 


H3 Bos0yKeHHA IIEMeHTAPHOrO HSTyYaTeNA HM U3 RaHHbIX reomMeTpHyecKoro pacmpe- 
SHU OTIpeAeAIOTCA yAOOHO BbIOpaHHbIe XapakTepHNcTHKM CHCTeMbI aHTeHH : reomMeTpnu- 
CKMH BbIMTPbILI, reoMeTpU4YecKaA NOOPOTHOCTS M YYBCTRUTCbHOCTS K TOUHOCTH. Teomerpn- 
CKMH BEIMTpbI O3SHAYAeT BEIMTPbIL PALA HSOTPOMHHIX TOUCUHEIX MCTOUNMKOB, TeoMeTpH- 
MOOpOTHOCTh OTBeYaeT Ha BOIPOC, HACKOJIbKO MeHbIIe IM puHa MOIOChI H3TyyaTesb- 
PxAAa, YM SMEMEHTAPHOLO HSIyUAaTeIA, H HAKOHEI, YYBCTBUTeEMIbHOCTh K TOUHOCTH KOUIM- 
CTBEHHO XapaKTepH3yeT UYBCTBHTCIbHOCTh K TOYHOCTH JaHHOTO pacmipeqenenuA ToKa. 
TIpHULIM K 9THM OMpeeIeHU4AM Tak, 4TO cTporo PusH4yecKHM CMBbICIOM MpeHedperaem, B 
syILTATe YerO, C OAHOL CTOPOHHI, pasemAWTCA CTPpyKTypHbIe XapakTepucTuKu 9eMeHTap- 
‘0 U3S1yUaTeIA M M3M1y4aTeMbHOrO pxAMa, a Cc Apyrol cTOpoHb!, NoMyuawTcA serue mpu- 
ACMbI€ B BEIGHCICHHAX (OpMyJIbI. 
Tlocne Takux mpeHedpexenuli NomyyaeTcaA mpocToe cooTHOMeHHe Tpex BemnunH. U3 
mpejleneHult TOKAa, pasOupaeMbIX B IIMTepaType, BHIOepACTCA YeTHIPe, M Ha HCKOTOPHIX KOH- 
HbIX IIPHMepax MOKAa3bIBaeTCA, KAKHE 3HAYCHHA BBECHHDIe BEMYMHSI MpHHuMatrT. Ilotom, 
aA CyWecTByIOWHe TO cuxX Mop pemenuA, HALO UCKaTb TO pacnpesemeHue TOKA, KOTOPOe 
PaSIMYHHIX YCMHaX SICMCHTOB HM pi AaHHOw reomeTpuyecKol AOOpoTHOcTH WaeT Makcu- 
reomeTpu4eckuit BbIMrpHI. Takum o6pa3o0m, ompeyenenue pacnpesenenuaA ToKa 
ITCA K 3aflau€ MCYMCIATb YCJIOBHbI 9KCTpeMyM. 
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This paper gives a very simple canonical formulation of the relativistic dynamics of the 
#ass point, making use of the fact that the four equations of motion determine not only the 
jiree independent components of the four-velocity, but the rest mass too. For the determination 
j these four unknowns there are four equations, the Lagrange function of which can be put 
to covariant form. By the aid of the method described in the present paper the equations 
‘motion can be derived from a Lagrange function of general type even for such cases, where 

to now only ad hoc solutions have been found. The relativistic equivalent of the classical 
tential can be interpreted generally. The absolute value of the relativistic potential is bounded 
— case it does not depend on the velocity. The relativistic wave equations can be derived from 
classical relations in a way analogous to the non-relativistic case. The rest mass and the pro- 
fer time are non-commutative quantities. 


The purpose of the present paper is to develop a Lorentz-invariant canonical 
1ethod of relativistic dynamics similar in form to that of classical mechanics. 
. As is well known the canonical method is far from being so important 
relativistic mechanics as in classical mechanics, which can be attributed to 
$veral reasons. To reformulate the canonical formalism relativistically it is 
S2cessary to abandon the distinguished role of energy and time of classical 
aysics. By introducing new variables, this method becomes formally possible, 
at by no means elegant [1]. E. g. the Hamiltonian obtained by it is identically 
tro and the partial derivatives with respect to coordinates and moments are 
formal. 

The insufficiency of the usual canonical method is also shown by the fact 
hat the formulation of the basic principles in relativistic quantum theory is 
aite different from that in non-relativistic quantum theory. E. g. the formulation 
‘the Schrédinger-Gordon equation greatly differs from that of the Schrédinger 
uation. In the latter case it is apparent that a close connection exists between 
‘ie canonical methods of classical mechanics and quantum mechanics, while 
the former case even the idea of a connection does not arise. 

The only exception is the case of a point charge moving in an electromagnetic 
eld. In this case we may succeed in finding ad-hoc a Hamiltonian, the canonical 
‘uations of which give the Lorentz equations of motion. This, however, is a 
y y accident rather than a general rule. — : 

- In fields where the rest mass is not constant the expressions of the Hamilton- 
Es 


1 and related concepts are generally not known. 


| 
| 
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The difficulties involved in the relativistic generalization of the canoniii 
method are the following. In classical mechanics the three independent comy 
nents of velocity are determined by the three equations of motion. In relativis: 
dynamics the four components of velocity are not independent of each ot 
owing to the relation 


dx, dx, = — (cdt)?. 


Thus the four equations of motion do not give the four components 
velocity and therefore the Lagrange function cannot be written down in 
classical form. The relativistic.equations of motion can only then be deriv 
from a Lagrange function which is similar to that of classical mechanj 
if the quantities which appear in variational form are suitably chos: 
The most obvious solution results from the consideration that the four re; 
tivistic equations of motion determine not only the four-velocity, but the rj 
mass too and that we can thus build up the dynamical quantities from 7 
four-velocity and the rest mass. | 

In connection with the relativistic generalization of the Lagrange fu 
tion the problem arises as to which quantity can be regarded as the relativi 
equivalent of the classical potential. One of the purposes of this paper is to so 
this problem. | 


I 


: . . MEAG . . . | 
Thus, our purpose is to derive the relativistic equations of motion of 1 
mass point from the variational principle 


éfL inne, ssida0n, 


with the usual variational conditions, i. e. the equations of motion should | 
the Euler-Lagrange equations of the variational principle (1) : 


ds BE wig BE asi (y = 1, 2, 3,4) - 
dt Ox, Ox, i (xg 3/c8) 
Ss in an invariant parameter. 3 


Let us set up a Lagrange function of classical form 


1 


ayn . 


Oe) en eel 


Here My is a constant of mass dimension, the exact definition of which wi 
giver below ; the xv ’s are the components of a four-vector of velocity ee | 


: 
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\ 
| 
| Let us assume first that W = W (x,), that is the potential does not depend 
i" the “velocities” «». Thus we get the equations of motion 


m is ee se [Se ee | 
| sfc ceenes ee 2) «@) 
from this we get 
: 
1 Sante nee : . 
> Mo Xy Xy + W = Wy = konst. (5) 


order to define the invariant parameter s of (1) which is to be of time dimension 
fe put 


there M is an invariant function of mass dimension, the meaning of 
hich will be explained below. Substituting this definition of s into (5) we get : 


1 


Mo 


MRe+W=W,. 


The values of the constant W, can be determined with the aid of the follow- 
1g simple consideration. As is well known the Euler equations resulting from 
€ variational principle 8) (—mye2) dr = 0 give the equations of motion of the 
Mass point 


du, 
dt 


==()), 


Mo 


y that for the case W = 0 the variational principle (3) should be transformed 
to a variational principle describing the motion of a free particle and the 
lowing relation must exist : 7%) = {M geo Consequently 


i Wie 
a. a 
+ ? 
e the function M is: 
| 1 Pips ne . 6 
M = —|m2c? +. 2m, W ; ies (6) 


i ing m i 1d in the varia- 
We note that we may as well argue in the following manner. The integran ri 
principle (1) has to me of course, of action dimension, but s need not by itself be of time 


cta Physica VI/2 
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dimension. If the definition of s is 


(c. f. [2] where, however, the rest mass is treated as constant) the equations of motion are 


diy * OW 
ds One — 
with the condition W = W(x,). 
Thus we have 
— Mc+W=W, ‘ 
whence 
il m,2c2 % 
i eS 2 2 == 0 _ a 
W, | 5} M?2c oe i 5 j 


Thus we get the rest mass m, without any special assumption and the mass defined by thes eqi 
tions os motion has a clear physical significance. 


Now the equations of motion (4) can be re-written in a form clea\ 
showing their physical significance : 


M @ Mise = OW 
m, dt Ox, 
where U, = (see above). & 
By the aid Or (6), (7) can be written in the supple form : = 
. us : . 2 cal a 
oi Bere a8 te ea Sake 
i | dt ax, 


classical rae energy (3) i in the igh Pa ate conservative” 
when W does not cred on the generalized velocities. a. 
te om e physical meanin of the function. W is especia 
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Let us now consider the case, when the potential may also depend on the 
velocities”. Then (2) becomes 


m Rese = — —___ — —___ , 8 
edwards ox. 40 Ox: (8) 


} 

| Multiplying by x,, and assuming that W does not depend explicitely on 
} we get, after some calculation, the “energy integral” of (8): 
: 
\ 
| 


1 eK: OW . 
— My X, X, —-—— x, + W= konst. , 
2 Ox, 


tn Win, (9) 


e. W is a homogeneous function of first order in x,. 

This also suggests that the motion of constant rest mass is a special case 
relativistic dynamics. We shall see, however, that condition (9) is satisfied 
y the potential of a point charge moving in an electromagnetic field. 


II 


Let us now consider some examples. 
1. The equation of motion of a mass point moving in a scalar field (e. g. 


xe [4]) is 


(5) follows 


hich is just the “equivalent” potential of the scalar field, having now a quite 
neral meaning as there has not been any restriction imposed on the field ; 
tus our considerations are much more general than the non-relativistic [5] 
the conservative field calculations [4]. 


2. It is of formal interest to investigate the gravitational equations of 


ORDSTROM [6]: 

ie, @ ca.) 

hg eee uy = — me” ep 
b dt ; ‘ Ox, 


oper tate (CD aad 
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As one can see from (6): 


2 29 


Mo C 
see aero 


We 


In both of our examples the relativistic potential turns into the classic) 


one, Tees eo) o 
3. The simplest form of the potential which depends also on the veloci} 


is W = Ba(x,)*a, where B,(x,) is an arbitrary four-vector. Owing to (9) there) 


A, (where Ag is the four-potential of tl 


mass M is constant. If B, = 
we get the well-known Lorentz equations of motion: | 
eAy. . BA, 
OX Ox, 


electromagnetic field) 

du, e 

dt c 

Finally we note that the theory of relativity automatically restricts t 

absolute value of W if it does not depend on the velocities. In an earlier pap 
G. Marx [7] showed that an equation of motion of the form 

d(Ma,) 2 es 
dt M ax, | 


Us; 


Mo 


leads to an unlimited velocity of the particle in the classical conservative ca 


re) 
P= 0| if @ is monotonous. 
OX4 ° 

Now it can be seen from (7) that in the case of a potential depending 


the four coordinates these equations of motion are the most general equati 
of motion of relativistic dynamics. This suggests that the relativistic pot 
tial must be bounded, i. e. 


W = —me(= Wa 


must always be valid. If this condition were not satisfied the paradox mentio 
above would exist. Thus the relativistic potential cannot be arbitrary as 
attractive potentials in classical mechanics, e.g. singular, monotonously 
creasing, negative functions are excluded. This is the reason for the relativis 
repulsion arising in attractive fields (cf. [4]). 3 


III : 


In the preceding section we have shown how to derive equations of mot 
for all cases of practical importance in relativistic dynamics of the mass po 
from a Lagrange function of general type. Thus it is very simple to work 
further details of the canonical method. . 7| 
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Turning now to Hamiltonian formalism we have simply : 


H ( Po» Xy) aa P» ee Thies L ° |P. — sal 
Ox, 


ae meaning of the canonical] equations obtained from this corresponds to (2) ; 


ey do not involve any auxiliary condition. The expression for the Hamiltonian 
metion is | 


2 
Tice! 2 ATy, 


| 2m, 
W=W(x,) ; 
d 
1 aw \2 aw 
Ree yo Pe ead 3 Vpn a 10 
2m, [P Ox, Ox, ae 


WoW (xp, Xp) - 


It is evident that, if (9) is satisfied, the Hamiltonian function very simply 


ow 
msforms, with the notation P; — p, + ——— . into the Hamiltonian of the free 
xy 


tticle. This is always possible if the rest mass is constant. If e. g. 
e 

= — —A,x, (10) gives the well-known Hamiltonian of the point charge 
c 


ving in an electromagnetic field. 
It is also worth noting that His identical with the first integral of the 
lations of motion. 
The Jacobi equation is also obtained in a simple way. S being the integral of 


e action function we get 


a tale, = |= 0. (11) 


Os Xy 


e characteristic equations of this are just the canonical equations. As H does 


Moc” 
Bicpend explicitely on S we may write S = Sy — Wos, where W=—- 5a 
I. e. the generally used relativistic Jacobi equation 
2 aye 
. roa Lg a eda =| (12) 
2my | 9x, 2 
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is the form 
Jacobi equation in a scalar field is : 


of (11) valid in the relativistically conservative case. Thus the 


A al Die TL 5 
Diteelco ks 2m c* 2 
e 
(See e. g. [3].) In an electromagnetic field with the potential W = — ee A,x 


(11) has the well-known form : 
a 


2 


The canonical formalism outlined here allows for the quantizing of reld 
tivistic point mechanics in a way analogous to non-relativistic point mechanic} 


The commutation relations 
A 
[Pes cH area e Ou, 
I 


are known in their contents. As a new relation we get 

[H, s] =iA . (1| 
This relation takes a simple form if the rest mass is constant (e.g. in the ea: 
of a free particle or of a point charge moving in an electromagnetic field) : 


2ih 


[z, mo| = ‘8 


This relation restricts the possibility of simultaneously measuring the prop 
time and the rest mass. This relation (without the factor 2) has already be 
assumed by several authors using heuristical considerations [8 ]; by our formalis 
it can be obtained without any additional condition. 
The form of the most general dynamical equation resulting from (13) i: 

E h 0 


Sp tH|e =o. 
t Os 


. 2 
where ® canalwayshbe separated in the form ® = y (x,)exp ies es | Le 


Schrédinger-Gordon equation can be set up in the form of an “eigenva 
equation” 

2 
moc 


2 


Taking H from the examples treated above (14) gives the Schriédinger-Gor 
equation of the problems considered here. ; 


Ay =— 
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_ For the sake of completeness we note that the Dirac equation can be 


erived uniformly in the framework of our formalism. If W is independent 


| x, the Dirac equation takes the well-known form 


| (yp, —tMc) p= 0, 


: 


there M is determined by (6) (cf. [9]), whereas e. g. in an electromagnetic 
eld the linearization of (14) leads to the well-known Dirac equation. 
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NOTEHUMAT MW MPHHLIMNM BAPHALINM B PEJIATHBUCTCKON DTHHAMUKE 
r. CAMOLIM 


Pe3wmMe 


B padore ano O4eHb MpocToe KaHOHMYeCKOe NpeAcTaBeHUe PeIATHBUCTCKOM AMHa- 
KM WeHTpa Macc. ABTOP MCXOAMT U3 TOFO, YTO YETbIPe yPaBHCHHA ABMOKCHHA ONPCMCAIOT, 
PALy c TPeMA He3ABHCHMBIMM KOMIIOHCHTAMM YETHIPCXMEPHOH CKOPOCTH, H Maccy TOKO. 
Jina onpesenenua 9THX YeTbIPeX HeH3BECTHHIX UMeeTCA YeTHIPe ypaBHCHHA, tbyHKUM 
> JlarpawKa, OTHOCAIMaACA K HMM, HosyyaeTcA KOBapHaHTHOM. C NOMOLIbIO peKoMeHAye- 
TO aBTOPOM MeTOJa pasnM4Hble cryyau, KOTOPbIe JO CHX NOP paccMaTPUBaIMCh MO OTACIb- 
cTu, Tenepb pasdupatoTca coBepleHHO yHUBepcabHO. MooKHO 3aaTb BHONHe OOMee PemsA- 
BUCTCKO€ TOHATHE, COOTBETCTBYIOINee KIaccMueCKOMy TIOHATHIO MoTeHIMara. AOcOmIOTHOE 
QUCHMe PCIATHBUCTCKOFO NOTeHIMaNa, He3AaBHCALerO OT CKOPOCTH, He3ycNOBHO OpraHHyeHo. 
JIATHBUCTCKHE BO.THOBbIC ypaBHeHHA KBaHTOBOHM M€XAHHKM MOKHO BbIBOAMTb M3 KIACCH- 
KMX COOTHOIMCHHAX, TOUHO Kak Mf B HePesIATHBUCTCKOM CJIlydae. 
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AN INVESTIGATION OF MULTIPLE SPURIOUS 
DISCHARGES IN GM-COUNTERS 


By 
E. FRIEDLANDER* and D. Kiss 
CENTRAL RESEARCH INSTITUTE OF PHYSICS, DEPARTMENT FOR COSMIC RAYS, BUDAPEST 


(Presented by L. Janossy. — Received 21. XII. 1955) 


A simple and direct method has been worked out for distinguishing random and syste- 
‘tie ‘‘multiplets” in the counting of GM-pulses. This method has been applied to the study 
the dependence of the average multiplicity of a GM-pulse on the overvoltage. It has been 
ywn that the rise of the plateau of the counting characteristic is due in great part to the increase 
the average multiplicity. 


I. Introduction 


The aim of the present investigation was to obtain experimental evidence 
the role played by multiple spurious discharges** (which may follow the trig- 


ting of a GM-counter by an ionizing particle) in the slope of the plateau of 
> counting characteristic. The existence of such “multiplets” has been com- 
mly known for quite a long time, the time distribution of multiplets and the 
endence of this effect on overvoltage has been studied by several authors by 
2 method of delayed coincidences (cf. e. g [1]), but as far as we know, no 
tematic investigations on the dependence of the plateau of the counting 
acteristic on the average multiplicity of a count have been performed as 
t. Since we suspected that the non-horizontality of the counting character- 
ic (i. e. the slope of the plateau) might be due in great part to the increase of 
number of multiple discharges and their “‘multiplicity”, we undertook to 
asure the average multiplicity of GM-counters of different types as a func- 
n of the applied overvoltage by a method more direct than that of delayed 
cidences. This method yields at once the average multiplicity regardless of 
» time delay between the components of the multiplet, and has the rather 
eral advantage of distinguishing directly random multiplets from systematic 


* On leave from the Institute of Physics, Academy of the Roumanian People’s Republic, 


larest. : 
_ ** For the sake of convenience we shall call such discharges in the following “multi- 


: 
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II. Principle of the method and control measurements 


The basic idea of the experiment was the following (see Fig. 1 for a blocl; 
diagram of the electronic circuits) : 

The pulses from the GM-counter are fed to a shaping circuit S* and from 
there, simultaneously, to two cathode followers CF, and CF. The pulses from 
CF, are counted by means of a (scale-of-16) scaling circuit Sc, an end stage 
and a mechanical counter MC,, while the pulses from CF, are fed directly to th} 
end stage E,, which is identical with E,. Owing to the poor resolving power o 
the mechanical counter MC, (~ 0,06 sec), doublet or in general multiplet pulse 


Fig. 1. Block diagram of the measuring arrangement 


are counted by MC, as “singlets”, while the scaler (t~7 psec) allows MC, t 
count every component of the multiplet as a separate pulse. 

To test the efficiency of the discrimination between singlet and e | 
pulses, a control measurement was undertaken, using a pulse generator capab} 


of delivering double pulses separated by a variable time interval. 


Fig. 2. Block diagram of the double pulse generator used for controlling the electronic circu! 


The generator was developed from the pulse inverter circuit described by REI 
FEL [3] (see also Fig. 2). The pulses from a standard pulse generator P are d 
ferentiated at DF, amplified at A,, and excite the self-oscillations of the res 
nant circuit IC. The resulting oscillations are rectified and integrated at J 
amplified at A, and fed through a buffer diode to the shaping circuit of t 
counting system instead of the GM-pulses. Varying the pulse width of P, we 0 
tain a variable separation between the two output pulses. Let N be the counti 
rate of Sc + MC,, and n the same for MC,. For a wide range of values of t 


separation (20 to 400 microseconds) the ratio n/N has been found to be exace 


* A detailed description of the electronic circuits used was published by K. ZspAnszxy[ 
- 


. 
+ 


AN INVESTIGATION OF MULTIPLE SPURIOUS DISCHARGES IN GM-COUNTERS 219 


qual to 1/2. Since the measurements of KupPERIAN et al. [1] have shown that 
_e time lag between doublet pulses in GM-counters is = 350 microseconds, this 
eans that all multiplets are counted by MC, as single pulses, and any diffe- 
mee between n and N can be ascribed to multiplets, provided the measurements 
‘e corrected for the dead time of the end stage mechanical counter. This 
brrection can be made most easily as follows : 

| Let N, be the number of particles triggering (in unit time) the discharge 
‘the GM-counter. Since the dead time of the mechanical counter MC, is not 
nstant, and since the dead time of the end stage E, is markedly (by a fac- 
pr of at least 10) shorter than the average dead time ty of the mechanical 
unter, 7m is related to N, (cf. [4]) by: 


n = N,exp(—N pt») . (1) 


q. (1) is valid under the assumptions that the incoming particles trigger only 
singlet” pulses, and are distributed in time according to Poisson’s law. 
Let now y be the “average multiplicity” of a GM-pulse, i. e. 


y=1l4+ (wy —1+ D>, > (2) 
v=0 


here a, is the probability that the pulse triggered by an incident particle is 
llowed by y spurious discharges. The counting rate N of the scaler is then : 


Wael ¢ 3 (3) 


rom (3) and (1) we obtain at once 


y=—= Se : (4) 
a ae bees Fiay A 


a semilogarithmic plot of y versus N, eq. (4) yields a straight line, of slope 
_(™/y) which intercepts the Y-axis at a point 


h=-—Inyz. (5) 


If. Experimental results 

Detailed measurements by means of the method described above have 
en carried out on two GM-counters of different types: The first referred to 
sreafter as “R’’-counter) was a radiological-type glass counter with aluminium 
thode, ~25 mm in diameter and of effective length ~ 50 mm; the second 
eferred to as “‘C’’-counter) was a cosmic-ray type copper cathode, 38 mm in 
ameter and of effective length 205 mm.* The experiments were performed 
| a mine at a depth of 20 m.** For very low counting rates the counters were 
lielded by 15 cm of lead. Large counting rates were obtained by means of a 
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; e 7 usi ‘1 sorbers ween sourc| 
y-source of about 0,1 mC, and by using variable Al absorbers betwee | 


and counter tube. | 


i P istics S rs. The cum 
Fig. 3 shows the counting characteristics of these two counter ec 


ves are normalized at 20 V overvoltage. (No refers to the counting rate at U =| 
: : 66”? Ss. 
= 20 V.) Thus, as far as the slope of the plateau is concerned, “‘R” is 


“cood”, and “C” is a “bad” counter. 
(=) 


N/Ny 
6 
é 
4 
3 / 
2 
f : 
20 C counter | 
9 
8 
7 i | 
: | 
§ 
4 5 / 
: aes eae CRs? | 
j ete 
f ero | 
Me 100 200 500 V 


Fig. 3. Counting rate plotted against overvoltage : ‘‘R’’-counter used for radiological measu 
ments, “‘C’’-counter used for cosmic ray measurements 


Fig. 4 is the semilog plot of y versus N for the “R’-counter. As can hi 
seen, the experimental points for all values of the overvoltage U lie satisfact: 
rily on the same straight line of slope ty ~ 7.104 min., and h ~ 0. In accow 
dance with the “good” plateau of this counter, this shows that here the averag 
multiplicity 7 is practically equal to unity. - 

In Fig. 5 y is plotted as a funcion of N for the “C’’-counter, for vario 
overvoltages U. As can be seen, the points for U = 20 V lie satisfactorily alom 
the same straight line as for the “R”-counter. For larger values of U the ploy 
are also straight lines, but displaced with respect to the line y= 1 and wit} 
(slightly) different slopes. By the method of least squares we have compute 
the values of h and hence of x corresponding to the different overvoltages Ll 
A plot of x versus U is given in Fig. 6 where, for the sake of comparison, 1 


* For a description of these counters see [5]. 
** This mine was chosen mainly because of the existing experimental facilities. 
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ive reproduced the plot of N/N) versus U for the same counter from Fis. 3 
Migs De 
ae quantity 
N 


Ei erg eal (6) 


e., the s Z si i ‘ s backer i i 
ec, e um of the singlet counting rate plus background for spurious counts 
pom within the counter, is plotted in Fig. 6 versus N. 
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Fig. 4. The function y(NV) in the case of an ‘‘R’’-counter 
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Fig. 5. The function y(N) in the case of a “C’’-counter 


IV. Discussion of results 


ie The results described in the preceding section show clearly that “good” 
inters give practically only singlet pulses, while in “bad” counters the initial 
lse is frequently accompanied by one or more spurious discharges, the average 
tiplicity y showing a marked increase with increasing overvoltage. It should 


Lit) 
F 


i. 
| 
|] 
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it 


be borne in mind that this increase in ¥ can be understood not only as an increai 
as an increase of the probabilil] 


i 
of the number of spurious discharges, but also . i 
that a multiplet discharge of constant multiplicity should succeed a triggeril 
the shaping circuit, owing to the overall increase in pulse height at high ovi 
voltages.* At any rate the similarity of the 7 and N/N, plots, and the “‘goo} 
shape of the A plot show convincingly that the major part of the pater 4 
is actually due to the increase in , and that the elimination of multiplet disch} 


i 6s 99 
ges can yield a “‘good” plateau even for a “bad” counter. 
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Fig. 6. N/N,, x and A + 1 for a “C”-counter 


It is perhaps worth while noting that, to our knowledge, the method u: 
by us for the determination of ty has not been applied before. At any rate 


termination of ty from the slope of the Iny— N-plot is a much simpler and sz 
operation than the finding of the maximum on the curve. Moreover, the Fx 
fit of the points for the ““R’’-counter is a proof for the validity of eq. (4) f 
wide range of counting rates. | 
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Pesrwme 


Tipocro u HemoepeycrBeHblii MeToq Oni paspadoraH jNA pasmqeneHuA cAyyaiiHDIx 
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MA 3aBUSHMOCTH CpeqHeM MYyJIbTHIIeTHOCTH OT TepeHaHpsKeHuA TM-cuerauka. Oxasa- 
, UTO IB {beM 13aTO TM-cueTunkos OOyCIOBNEH, T1aBHbIM YESS BospacTaHHem cpeqnelt 
THIIICTHOCTH. : ee ; 
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TEMPERATURE DEPENDENCE 
F THE DIFFERENTIAL SUSCEPTIBILITY OF COBALT 
IN STRONG MAGNETIC FIELDS 


By 


L. PAu and T. Tarnoczi 
CENTRAL RESEARCH INSTITUTE FOR PHYSICS, BUDAPEST 


(Presented by L. Janossy. — Received 30, XII. 1955) 


A curve showing a characteristic double maximum was obtained for the temperature 
bendence of the differential susceptibility of cobalt in strong magnetic fields; all sections 
ithis curve could be interpreted on the basis of the theory of the rotation processes. The tempe- 
ure of the minimum between the two maxima calculated from SucKsmiTH and THomson’s [13] 
asurement on monocrystals is found to be in good agreement with the temperature pertaining 
the experimentally determined minimum of the differential susceptibility of a polycrystal- 
> sample. The effect of the a @ f phase transformation on the differential susceptibility is 
died. 


Introduction 


In a state near magnetic saturation, the shape of the magnetization curve 
polycrystalline materials free of external and internal mechanical strains is 
termined almost exclusively by the magnetic anisotropy. From this it is ob- 
yus that in strong magnetic fields differential susceptibility and magnetic 
isotropy are most closely interrelated. It is to be expected that much below 
2 Curie temperature, the temperature dependence of the differential suscep- 
ility is determined by the temperature dependence of the anisotropy con- 
nts, as the latter generally vary with temperature to a much greater extent 
n the saturation magnetization. It follows that the study of the temperature 
bendence of the differential susceptibility in strong magnetic fields is likely 
yield valuable information on the temperature dependence of the magnetic 
isotropy constants. Admittedly, the most reliable means by which to deter- 
ne these constants and their temperature dependence is to make measurements 
monocrystal specimens, yet in many cases it appears expedient to have these 
o»plemented by similar measurements on polycrystalline specimens. For cu- 
ferromagnetic materials, a host of data [1] confirm good agreement between 
» anisotropy constants measured on monocrystals and those measured on 
lyerystalline materials. oe 
While the field and temperature dependence of the’ differential suscepti- 
ty of cubic polycrystalline materials near magnetic saturation (iron, nickel, 
1 their alloys), has been studied by a great number of authors, relatively little 
ention has been paid to cobalt of hexagonal structure. Buocu [2], WEIss 
d Forrer [3], and ALLEN and Constant [4] did investigate the tempera- 
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ture dependence of the saturation magnetization of cobalt but, as has bey 
pointed out by MYERs and SucksmitTH [5], the measurements of none of thei 
can be regarded as reliable, because the magnetic properties of cobalt are ve 
greatly dependent on the heat treatment applied near the transformation tey 
perature. Basing themselves upon the findings of EDWARD and Lirson) [6] | 
well as TRoIANO and Toxicu [7], Myers and SucxsmitH [5] found it mé 
expedient to determine the exact value of the Saturation magnets a on 
monocrystal specimen. EDWARD and Lipson [6] showed by X-ray structilf 
hat even at room temperature occlusions of face-centred cu 


determinations t 
ture are present in the hexagonal phase, and their concentration 1s conf 


struc 
ingent on the conditions of the heat treatment. | 
Earlier than by Myers and SUCKSMITH [5], monocrystals of cob| 
were measured by Kaya [8] and by Honpa and Masumoto [9]. On the be 
of the temperature dependence of the magnetization curve as obtained by th} 
authors BozortH [10] determined the temperature dependence of the first 4 
second anisotropy constants of hexagonal cobalt. The mechanism of the @- 
allotropic transformation in cobalt was clarified in 1936 by the work of Nis#i 
ma [11], who showed that the plane (111) of the face-centred cubic modifi 
tion forms parallel to the (0001) base of the hexagonal modification, while | 
direction (110) forms parallel to the direction (1120). In the course of the a— 
transformation the hexagonal crystal can only give rise to a single face-cent 
cubic crystal, while during the reverse process each face-centred crystal 1 
yield four different hexagonal crystals, with well-defined orientations. H 
ever, the four hexagonal crystals arising from a single cubic crystal invaria 
re-transform into a single cubic crystal. These findings of NisHryamA [| 
were later confirmed by Keurer and Lerpnetser [12]. Accordingly, fi 
the hexagonal cobalt monocrystal a cubic crystal of known orientation can} 
produced, which will re-form after any number of phase transformations. ) 
smiIrH and THompson [13] made use of this fact and were the first to de? 
mine the temperature dependence of the anisotropy constants of cubic cob 
Their measurements showed the anisotropy constants of cubic cobal 
be smaller by an order of magnitude than those of hexagonal cobalt and, rat 
strikingly, the second anisotropy constant to be of greater absolute value th 
the first. On these grounds, it is to be expected that in a strong magnetic f 
the differential susceptibility of polycrystalline cobalt markedly decreases” 
the phase transformation, since one of the most important factors determix 
its magnitude, the magnetic anisotropy, likewise decreases considerably. 
It has been known ever since the work of Honpa and Masumoto | 
that in the hexagonal phase the first anisotropy constant changes its sign 
about 220° C, while the second, changing slowly, stays positive through 
Therefore, at a temperature slightly above 220° C the differential susceptik 
of the polycrystalline cobalt is expected to show a marked minimum. 


i 
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ae 


The present study of these phenomena was undertaken with a view to 
lening our knowledge concerning the magnetic properties of cobalt. 


Experimental 


For the determination of the differential susceptibility the ballistic method 
posed by Czeruinsky [14] is well suited, but for small specimens, espe- 
Ty at high temperatures, it becomes increasingly cumbersome and insensi- 
e. (For the determination of susceptibilities of 10°-2—10~3 G/Oe, with an 


1. Schematic drawing of apparatus. B, battery; L, and L,, solenoids; L,, measuring coil ; 

nd T,, transformers ; D, phase shift bridge; P, potentiometer ; I, zero indicator ; G, audio 

rator; R,, regulating resistance; A, amperemeter; M,,, M,;, M,,; denote the inductive 
coupling of coils L,, L,, L;. 


acy to within 10%, the ballistic method cannot be applied in case of these 
imens.) 

Batsova [15] advocates the use of an alternating current induction bridge. 
wever, her method contains a few errors of principle, as has been pointed 
by one of us [16], wherefore it cannot be used for precise measurements. 
In essence, the experimental arrangement used by us is based on the very 
ate comparison of voltage amplitudes induced in the measuring coils, one 
them free, the other containing the specimen. Fig. 1 presents the schematic 
wir g of our apparatus. The constant magnetic field (H) is produced by the 
noid L,, which is fed from battery (B), and the alternating magnetic field 
produced by the solenoid L, and fed from the audio generator G (EMG type 
3). The maximum amplitude of the alternating magnetic field is selected so 
to be about 1% that of the constant field. The transformer T, supplies the 
\parison voltage to the potentiometer P of purely ohmic resistance across 
/phase shift bridge ® [17], in order to compensate the voltage induced in 
measuring coil L;. The zero of current in coil L; is indicated by the pero ine 
itor I, coupled to it by transformer T,. The zero indicator is an amplifier of. 


Pres 


™ 


_ the measuring coil did not fit the specimen completely, it was found neces# 
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great amplification (k = 10°) and great selectivity (+ 9 Hz) tuned to the f 
quency of generator G (332 Hz). The frequency for generator G is selected! 
as to allow the error to be neglected which is caused by the skin effect of }} 
magnetically almost saturated specimen. With cylindrical specimens of 4 »| 
diameter used by us this error has been shown [16] to be negligible up to abi 
500 Hz. 
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Fig. 2. Disposition of coils and specimen. L, and L,, solenoids; L 


3, Measuring coil; S, hee 
T, thermocouple; m, specimen ; 


ng = 600 windings was placed in the middle of the sample which was 80 mx 
length and 4 mm in diameter. In this manner it was possible to correct the ef 
of the demagnetizing field with the aid of a ballistic demagnetization facto 


to check the effect of the air gap between the specimen and the coil. 
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itrol measurements showed the effect of the air-gap to be negligible for the 
metry used. The sample itself was hung up by a fine tungsten filament in 
) inside of a porcelain tube about 30cm long and of a 5 mm inner diameter; 
this tube a bifilar heating coil of 0,1 mm platinum wire was secured for a 
etch of about 20 cm. Sample and heater were then together placed in a 
tble-walled glass vessel of special construction, ab out which was wound, for 
ngth of 180 mm, the solenoid L, of n, = 838 windings, to produce the 
prmating magnetic field. Measuring coil L; was carefully isolated from 
rnoid L,, and positioned so that its center coincided with that of coils L, 
i L,. Fig. 2 represents the arrangement of solenoid L,, measuring coil Lz, 
‘ter S, and sample m. The space between heater S and the inner wall of the 
ble-walled glass vessel was filled with heatinsulating material, while coils L, 
.L, were cooled with water flowing through the glass vessel. The temperature 
she sample was measured by means of a Pt/Pt-Rh thermocouple. When 
ating the thermocouple, care was taken to ensure good contact of the hot 
ction with the sample. The heater S was connected to a voltage stabilizer 
pe Tr-500) of the tungsten diode type. 

Solenoid L, produced a constant magnetic field, with inhomogeneities 
mw 2%, on a stretch of about 80 mm. The cooling system of the solenoid 
le it possible to achieve a maximum field of 10 000 Oe. Details regarding the 
ical construction of this solenoid have been reported earlier by one of us 


& 


— 


Let us denote the cross section of the cylindrical sample with q, that of 
measuring coil with Q, and let the number of windings of the measuring 
be n, = n. The voltage induced in the detecting coil L, is in the absence of 
sample 


reo | (1) 
q dt 


in the presence of the sample 


+ 4q —)}. (2) 


quation (2), [= I (H+ h) represents the magnetization. It is h <h,be- 
se even in an almost saturated state the sample is capable of increasing the 
al induction coefficient M,, (cf. Fig. 1), whereby the magnetic field of the 

t induced in L,, which diminishes the field of L,, is increased. The self- 
ction coefficient of coil L, is likewise increased and, at constant generator 
ve, this leads to a decrease of the current passing through coil L,. G. SziL- 
NE [19] of the Mathematical Institute of the Hungarian Academy of Sci- 
s calculated this effect, and found that under the conditions obtaining in 
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our case, h ~ h’. While 
dI dI dh H dh 


Sen ~~ ey 


§ = 
dt d(H +h) dt dt 


combining equations (1) and (2), we have 
Oo 
Aq Eo 


4(H) = 


It can be seen from this equation that only the voltage ratios need to be de} 
mined with great accuracy, which is a much simpler task than to determine} 
absolute values. All the same, strict conditions must be set in respect of the n} 


AE 


nitude of the relative error rae where small values of y are to be determi 


accurately. It is evident that the inequality / 
AE Ax 
AE _ Aan, 
E Q 
must be obeyed, which means that for our sample and coil dimensions and ¢ 


410 ®, 


must be smaller than 10°. From this it clearly follows 1 


the factors tending to reduce the determination accuracy of the voltage raj 


must be carefully checked. 

Apart from these sources of error, much attention needs to be paid to} 
error caused by the phase shift unit ®. It is very difficult to design a phase s 
unit which is capable of regulating the phase angle within wide limits, witl 
amplitude dependence. If,in passing from the measurement of the voltage 
to that of E,,a substantial phase change were needed, a serious error woul 


incurred in the determination of the ratio ae . Luckily, in our case no great 
0 
justment of the phase angle was necessary, for in a strongly polarizing field! 


specimen hardly influences the phase of the voltage induced in coil L3. Cor 
measurements showed that the phase adjustments necessary in our meas 
ments invariably caused errors in amplitude below 0,1%. ~~ 

Similarly, great care was taken to reduce to a minimum the tempera 
dependence of the ohmic resistance of coil L,, since changes in resistance gre 
impair the measurements. Accordingly, manganin wire of 0,3 mm diam 
was used in winding coil L,. To be able to reduce voltage fluctuations ‘ 
minimum, coil L, and the transformer T,, which furnished the comparison \ 
age, were connected to an audio generator fed from a tungsten diode e | 
stabilizer (type Tr-500). Ultimately, we were able to measure without di fic) 


and to within an accuracy of + 10% differential susceptibilities of the ord 
10% G/Oe. | 


», 
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The measurement itself was conducted as follows: First, the polarizing 
nagnetic field H was adjusted by means of the control resistance R,, then the 
ioltage Ey, induced in the measuring coil L; without the specimen inserted in 
/, was compensated by adjusting the potentiometer P and phase shift unit O. 
shereafter, specimen m was inserted into measuring coil L;, and when the heater 
shad reached thermal equilibrium the voltage E, induced in coil L, was compen- 
ated again. Since it had been assumed that the phase shift unit ® was suitable 
»r amplitude-independent phase adjustment, it was possible to read the abso- 

te values of voltages Ey and E, on potentiometer P in some arbitrary units. 
n passing to another temperature, care was again taken not to record data 
ntil the thermal equilibrium had set in. Following the completion of a whole 


pmperature cycle, the polarizing field H was adjusted to a new value, and after 
jetermining E,, the voltage induced without sample, the procedure was 
*peated as above. 


Results and discussion 


Specimens of electrolytically purified cobalt of 80 mm length and 4 mm in 

jameter were used. Chemical analysis showed the cobalt to be contaminated 
ry 0,08% C and 0,27% Fe (Cu and Ni were not detected). 
Previously to the actual measurement, the sample was heated in vacuum 
br 2 hours at 1000° C, then cooled slowly. This heat treatment was to free the 
ample from mechanical strains and, in addition, to reduce to the minimum the 
etastable cubic ,,occlusions’” in the hexagonal phase. 

_ The temperature dependence of the differential susceptibility of the sample 
» prepared is shown in Fig. 3, where the curves a, 6 and c refer to different 
hagnetic fields. In measuring the curves, we proceeded from lower to higher 
emperatures through the states of thermal equilibrium. It can be seen that the 
ifferential susceptibility shows a well-defined minimum at about 290 to 300° CG, 
nd that in the vicinity of 450° C it abruptly drops to a very low level. These 
rops around 450° C are particularly steep in strong fields. The temperature of 
e minimum can clearly be seen to depend but slightly on the polarizing mag- 
‘etic field. The initial part of curve a plainly indicates that the susceptibility 
nereases up to about 195° C. The temperature pertaining to the first maximum 
ecreases with increasing field and, as can be seen in Fig. 3, the maximum itself 
ecomes blurred. 

This characteristic temperature dependence of the differential suscepti- 
ility of cobalt can easily be explained if we consider that, with field strengths 
is applied by us, it is the rotation processes that play the decisive part in the 
echanism of magnetisation. Let us suppose that our sample was free from any 
aner or outer mechanical strain. Let us denote the first anisotropy constant 
f cobalt by K, (T), the saturation magnetisation by J; (T), at the temperature 
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T. With a magnetic field (H) sufficiently strong, at which however the conditid) 


ails < lis still obeyed, the differential susceptibility pertaining to the rotatid 
K, 


processes can be expressed, according to GANs [20], as 


3 3 K 
oad oe \ eee ee ery ace 2 4—2 
3Ka 16 K, 10 Ky 


Jt pe 2 ( 


x 


where K, (T) is the second anisotropy constant. Since from absolute zero up i 


700 200 300 400 500 600 TC° | 
Fig. 3. Temperature dependence of the differential susceptibility of cobalt 


for various magnetic fields 


IAL | 
150—200° C the ratio JAE is of the order of 10°, it is possible, even on ul 


K,(T) 


<1,to choose a value for H large enough to make the rotatid 


s 


1 
processes the most important among the various processes of magnetizatio 


K,(T) decreasing much more rapidly with increasing temperature than J, (T) 
the differential susceptibility is bound to increase with increasing temperatuy 


condition that 


s 


<1 is fulfilled. This initially ascending portion | 


as long as the condition 
; Ky 
particularly pronounced in curves a and b. With increasing field intensity, 
ascending portion shifts to lower and lower temperatures, as can be clearly se¢ 
in Fig. 3. 
In a magnetic field strong enough, or at a temperature adequately hig 


J ; 
~ <1, its opposite, namely, Hs > 1 obtains. The diffe) 


1 1 


instead of condition 


TEMPERATURE DEPENDENCE OF THE DIFFERENTIAL SUSCEPTIBILITY OF COBALT 233. 


atial susceptibility, as has been shown by one of us [21], is in this case given by 


sees PetG4 128 
ee ho KK, K3| Hes 
ea wise Sls | i 
, (6) 
me (16 128 512 8192 
eS Re IR eK KK? K3| H-4-+.0(H-5 
105 gis? dass 504s ee 


if course, this expression only holds for strainfree specimens, and on two condi- 
ons, namely, that the magnetic interaction of the crystal grains is negligible, 
ad that the susceptibility of the real magnetization (the susceptibility of the 
\Ta-process) is exceedingly small. The first is the more disputable condition, 
it one that does not affect the interpretation of our results. From expression 
) it at once follows that y decreases when the absolute values of the anisotropy 
nstants K, and K, decrease with temperature. Most probably, the sudden 
‘op after the first maximum of the curves in Fig. 3 is related to this effect. 

From earlier work on cobalt monocrystals it is known, that the constant 
, changes sign at about 260° C, while Ky, decreasing slowly with increasing 
mperature, remains positive throughout. Let us now suppose that in the tem- 
srature range from 250 to 350° C, already the first term of equation (6) gives 
good approximation, if the magnetic field is strong enough. It is easily shown 
iat the function 


F(X) = agx* + yx + My » (7) 
Ky, 4 64 128 
= = — = A a d CS SS 
Mere Xx Ko and dy Be ay 105 n o> mye 
a 


. If wemake use of the 


nowhere zero for real x,its minimum being at x = 7 
2 


i that in this temperature range K, changes only very slightly, then the tem- 
srature fulfilling the condition 


K, (Tx) = — 114K, (Tx) (8) 


ill be the temperature of the minimum of the differential susceptibility. From 
.e data of SucksmirH and Tomson [13] we determined the temperature — 
| which the K, and K, values belong that fulfil condition (8), and found that 
= 293, 0° C. The minimum differential susceptibility was observed by us 
294° C. The agreement can safely be said to be excellent. Using the data of 


__* While K,(T) changes by 45,6% in the interval 0—100° C, the variation of Js(T) in the 
me interval is only Tee 
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SucksmirH and Tuomson [13], we further calculated, on the basis of equ) 
tion (16),the temperature dependence of the differential susceptibility for a fil 
of 1332 Oe near Tx, and compared the result with our experimentally deterr) 
ned curve. Fig.4 shows that the minima of the experimental and the calculat)| 
curve coincide, and that they agree remarkably, particularly at higher temyy 
ratures. The reason for the greater discrepancy below Tx is that K, is rather }} 
so that expression (6) for our fields is no more than a rough approximation. 
Because at about 390° C the absolute value of K, changes slowly, the d 
ferential susceptibility curve descends less steeply. At about 440° C, the diff? 


— 


005 


0 
200 250 300 350 400 TC° 


Fig. 4. Temperature dependence of the differential susceptibility near 300° C 
a) theoretical curve calculated from equation (6). Values of K, and K, taken from SuCKsI 
and THomson’s [13] data, b) curve determined by experiment 


ential susceptibility shows a local maximum, and thereafter a rapid decree 
This rapid decrease is, however, due to the transformation of cobalt of hexago 
into cobalt of cubic modification. 

The substantial change in the differential susceptibility caused by ph 
change can be used to good advantage in investigations of the phase cham 
itself. Fig. 5 shows the differential susceptibilities for various fields measured! 
increasing and decreasing temperatures. It includes the data of ScHUL 
[22], who studied in the region of phase transformation the temperature 
pendence of the electrical resistivity of cobalt samples differing in purity. 7 
specimen he denoted Co I corresponds in purity to our sample. Fig. BY givel 
convincing illustration that the differential susceptibility is a much more sex 
tive characteristic of the phase transformation of cobalt than is the electri 
resistivity. Our measurements showed the a> transformation to begir | 
445° C and to terminate at 490° C, while the >a transformation was foun 
start at 400° C and to be completed at 340° C. As far as we are aware, these 
sults rank among the most accurate ones hitherto obtained. 
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TEMMEPATYPHAA 3ABMCHMOCTb JMO®bEPEHIMAJIBHON : 
BOCMNPHHMUMBOCTHM KOBAJIbTA B CHJIbHbIX MATHUTHbIX MOJIAX © 


JI. MAJI u T, TAPHOLUM 


Pe3nwme 


1a TemnepatypHoi SanucuMocTu AupepenyuanbHol BoctpHuM4NBOCcTH KOOaNbTA } 

CHJIPHDIX MarHHTHBIX MONAX ObLIM MOYYeHbI OcOObIe KPUBbIe c AByMA MaKcuMyMaMu. Pa3sHb 

YaCTH STHX KPHBBIX MOryT ObITb OODACHEHbI HA OCHOBE TeOpHu Mpoweccos Bpamenusa. TMpr 

Temnepatype 294° Cumeerca peskuit OKaIbHbIii MUHHMyM AnddepentManbHol BocIpHHM 

BOCTH. Ha ocnope u3mepennii Cakcmuta m Tomcona [13], nposeqeHHprx Ha MOHOKPMCTA: 

KOOaIbTa, ABTOPAaMM Oba pacuHTaHa TeopeTMYecKaA KpUuBaA Auhhepentmanbuol BocpHHMs: 

YHBOCTH NOAMKPUCTaIIMYecKOrO OdOpasua B TeMIIepaTypHOM uHTepBane 240 350 °C 

1332 Oe. Cpapyenne okcrepuMeHTambHO!i KPUBOH c TeopeTM4ecKOl NOKasbIBaeT, YTO B HE 

— cpecTBeHHOH oKpecTHOcTH 290 300°C. cormacue o4eHb xopomiee. Ha TeopeTuuecKoii KpuBo: 
AOKANIbHOMy MHHMMyMy. Audpepenumanbuolt BOcIpuuMYMBOCTH COOTBETCTBYeT 298° C, | 
g OTMMYACTCA OT SKCHCPUMCHTAIbHOFO 3HaYCHHA TONbKO Ha OfMH Tpasyc. B nocneqnei ue 

padorTE ObLIO MccNeAOBAHO BIMAHHe (PasoBoro MpeBpamcHuA KOOANbTa Ha xo; KPUBOit 1 

- pepenquansuot Bocupunmansocmn. | car mere ae 
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ON MULTIPLE MESON PRODUCTION IN MESON- 
NUCLEON COLLISIONS AT VERY HIGH ENERGIES 


By 
E. FRIEDLANDER* 


CENTRAL RESEARCH INSTITUTE OF PHYSICS, DEPARTMENT FOR COSMIC RAYS, BUDAPEST 


(Presented by L. Janossy. — Received 26. XII. 1955) 


The effects of any difference between the distributions of mass density within mesons 
Ind nucleons on the meson showers resulting from very high-energy meson-nucleon or nucleon- 
fucleon collisions are investigated. It is shown that by a reasonable choice of the mass-density 
cistributions one can explain most of the rougher features of meson showers on strictly kinema- 
tical grounds, without reference to any special theory of the interaction. Such must be used only 
$o compute the multiplicity of the shower. An analysis of the very few accurately measured 
sases shows that the observed multiplicity can be explained by any one of the principal existing 
heories. It is concluded that only a great many experiments can decide in favour of one parti- 
fular theory. 


I. Introduction. 


During the last seven years, many authors [1—9] have investigated the 
henomenon of multiple meson production in high-energy nuclear encounters. 
Although a great deal of experimental work has also been done (cf. [10] for 
letailed references) the problem is still far from being cleared ty The reason 
or this lies mainly in the difficulty of obtaining information on ‘‘pure collisions 
4£ fundamental particles”, since in most experiments at least one of the colliding 
particles is bound in a more or less complicated nucleus. Secondary interactions 
ithin the nucleus are then hardly avoidable [11— ar OT: and it is a rather 
ficult task to trace back — starting, say, from a “star” in the emulsion — 
he specific features of the elementary act. Since, on the other hand, continuous 
fforts are made to gather information on “‘free”’ nucleon-nucleon and meson- 
ucleon collisions, it seems worth while to investigate carefully which features 
f such events are characteristic for a certain theory (and could thus be used 
o test the latter) and which of them can be derived from very general consider- 
tions, including conservation laws and collision kinematics. It is the purpose 
if this paper to point out one of the possible approaches to this problem, con- 
ist ing of the assumption that the distribution of mass density within the nucleon 
3 piferent from that within the meson. It will be shown that some of the most 
riking features of the meson showers ek as: symmetry forward and back- © 


| 
| 
| | 
| 


i 
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ward in n — n collisions in the center-of-mass (C) system [16], nid tworeon 
structure in the laboratory (L) system [18], dissymmetry in the C-systen)| 
for « —n collisions [19], concentration of a large fraction of the primar} 
energy in a small number of secondary particles [20], [21], [17]) can be derive} 
from this assumption and usual collision kinematics, without implying ani 
special theory of the process. 1 — n collisions will be treated in Sec. II,n — 

collisions in Sec. III, and a comparison with some experimental data will bi 


made in Sec. IV. 


If 


We shall use a system of units such that A =c=M=1; M is thi 
nucleon mass, #4 the pion mass (“ ~ 0,15). Unbarred symbols refer to system 
of particles, barred ones to individual particles in the corresponding system! 
The Lorentz factor of a ‘particle or system of particles moving with velocitt 
B is defined as / 
y=(1— 18. (| 


Consider a central collision of a pion of velocity Bo with a nucleon at rey 
in the L-system. The relative velocity 6, of the C- and L-systems is given bi 


Be = wo — V/(uy +1) . (: 
The Lorentz factor y, of the C-system is then | 


Ye = (HY + Y/[L + #4 2uyo] 1”. ( 


For very large y, (3) reduces to 
Ye © (H¥o/2) 12. (: 


The total energy of all particles in the C-system is obtained by mea 
of the Lorentz transform 


Ey = i) +1, > 


whence 


: B.= [1 +02 + 2uppt ~ uy (( 
for large 7p. 


Let /’, and yy, be the total energies of the two colliding particles in t 
C-system. The conservation laws for energy and momentum are ; 


Tr. - LY i 2V¢ ° 
(Pek A) = beer dhe 
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plving for [, and +», we obtain 


ibe — He i (1 = [*) Ay. ? 
Ve teas Vel a (1 =ae LU?) | (Ay) . 8) 


| 
Yor very large )’c (8) reduces to 


| 


| eX! Vc ? 
¥ (8”) 
le Yelle 
nd hence 
DT. ~ My,. 


Owing to the Lorentz contraction, the two colliding particles have in the 


j-system the shape of two flattened disks (Fig. 1), with colinear centers. Consider 


Fig. 1 


ow the space region enclosed by two coaxial cylinders with radii g and @ + ag. 
‘he masses contained in the ‘‘nucleonic” and in the ‘“‘mesonic” part of this 
sgion are, generally speaking, different, and depend on the distribution of 
ass density within the two particles. Let these distributions be F(g) and flo}: 
then, for each value of g we shall have to consider the collision of two “field 


lackets’’ of masses* 
| dM — 2x AF(e)ede , (9) 
du = 2x af (o)ede . 


(g) and f(g) are normalized so that 


| fdM=1, (10) 
J du =p. 
Fe) +f - (11) 


+ Similar ideas for non-central collisions of identical particles have been advanced by 
HABHA [8]. 
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the center of mass C* of the two packets is no longer at rest in the C-syste 


but moves in it with a velocity p* given by 
= [q(Fe—? — Ge-Y"*] / Ge +70) 


where 


q= —— = (A/a) [F(e)/f@)] - 
s 


The Lorentz factor corresponding to f* is: 
yt = Qh + 97)[[L + @ + 2a{ Pe¥e + FE — V0? 7? — 175] 
For very large 7c (14) reduces to 
y* ~ (ug + 1) /2(uq)*?. 


The Rages ae that can be made about f(g) is (ef. also [8]) 


IAC) teas 
We anal assume that a similar expression holds for F (o), say 


F() ee, ADL. 
‘Then, using (9) eel (10) we obtain easily 


ee Aecened aN users AE 

where — 

re | = tah 

and es : L gas 
ee Ast ce 


1/2 


ey 


Ut Lag 
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where 


Z (a) =44/(4-+1)2. (25) 


7 


Vig. 2. shows the variation of y* with y for different values of A, Fig. 3 the 
variation of y, and Z with A. 


42 


Roughly speaking, most of the particles created within a cylinder of 
dius y, will move towards the right in Fig. 1, while most of those in the outer 
gion move towards the left. It will appear convenient in the following to call 
lese regions “negative” and ‘“‘positive” and to refer to particles created within 
tese volumes as to “negative” and ‘‘positive” particles. 


oO Acta Physica VI/2 


functions of A, together with (y*),_9 = yo. 


j 
| 
| 
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To obtain the total energy available for meson production in the positiv 


volume (y > yo), we integrate (23) from yp to co 
Et, = E*[1+ (2+ Vora] exp [— A + yore] - (26 


The ratio 
Ne= 1 /E* (2 


is also plotted in Fig. 3 against A. 


f 10 = (00 — {000 fa.00u E* 


Fig. 4 


As can be seen from Figs. 2 and 3, with increasing A the fraction of particle} 
created in the positive volume decreases, while their average energy in the C-sys: 
tem increases rapidly. It is also of interest to consider that part of the positiv’ 
volume in which the available energy is just sufficient for the creation of on 
meson. The distance y of this region from the shower axis and the corespondin 
(minimal) value Ymin of y* are plotted in Fig. 4 against E* for A = 7. Thi 
shows that at least one particle of the positive volume appears with high energ) 
and strong collimation (y, > 1) in the C-system. Weighting the differen 
values of y* with weights proportional to the energy deposited in the corres: 
ponding zones and averaging over all values of y, we obtain the average values 
of y* for “positive” and “‘negative’ ” particles, These are plotted in Fig. 5 as 


The fraction 7, of the total energy carried away in the L-system by th 
“positive” particles has also been plotted in Fig. 3. Comparing 7, and 7, wi 
see that for large 1 most of the energy is carried away by less than one thir 
of the particles. } 

Thus one would expect a pion-nucleon collision at very high energies t 
show the following features: the secondaries are separated into two groups: 
one (‘‘negative”) includes most of the particles and has an almost isola | 
distribution, with a slight tendency for backward emission, in the C-system : 
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he second group (“positive”) consisting of very few (possibly even only one) 
farticles is strongly collimated in the forward direction. The total energy 
vailable for meson production is smaller by a factor 2 (A) than the total available 
nergy in the C-system. 


Il 


The preceding analysis of meson-nucleon collisions may be also of use 
{the study of nucleon-nucleon interactions, since [5], [10], [23] the latter 
ay be thought of in terms of exchanged (virtual) mesons. Such a model implies 
at each of the nucleons transfers a fraction a of its momentum to a pion 
nich interacts with the other nucleon. Thus the observed meson shower is 
jsentially the result of two meson-nucleon collisions, and to these we can readily 
\ply the results obtained in Sec. IT. 

| Denote by y, the “velocity” of the center-of-mass system C of the two 
jcleons which is related to the energy 7 of the incoming nucleon by 


Ye = [%o + Y/2] ~ ole)!” (28) 


d by 
f=1—2u (29) 


> “elasticity coefficient” of the collision. 
In the C-system, both nucleons have equal and opposite momenta 
¥(y2— 1)1? and total energies 


Ve 9) Cuee (30) 


ace only a fraction a of the nucleon momentum is carried by the meson, the 
tter-of-mass C, of the meson-nucleon collision is not at rest in the C-system 
- Moves with velocity 


By = (v2 — 1)/7 (31) 


vards the left or right in the C-system (Fig. 7) depending on whether € <0 
'€ > 0. The corresponding Lorentz factor is 


y= (1— 882) 7". (32) 
Ye = 1 and € not too near to +1 or —1, y, is practically independent of y, 
SF il Oman 8 Ble (33) 


Ie for nearly elastic collisions (| § | ~ 1), 


yiw Ve - ’ (34) 
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The total energy in the C,-system is given by 


E, y= Yc » (3) 


but owing to (24) only a fraction 2 (A) of E, can be effectively converted int 
mesons, the rest remaining as kinematic energy of the C*-system. Thus tij 
total energy available for meson production is only 


E* = zE jy; 5 


instead of 


Ee OV ee (3 


The different theories of multiple production [1—7] give all a pow 
law: for the multiplicity n of the meson shower 


nw E* , (3 


In the Fermi-Lanpav theory, there appears also a factor Venue owil 


to the Lorentz contraction of the collision volume. This reduces g from 3/4 | 
1/2. If our model is valid, the contraction factor is no more y, but 7, (i. e. prac# 
cally independent of y,) and the multiplicity increases with 7 somewhat fast 
( ~ ¥,°/8) than in Ferm1’s original theory (~~ Yo'/*). A similar result was obtain 
by Fernserc and Cernavsky [5] although from a quite different treatme} 
of the collision: they assumed total absence of Lorentz contraction. 

For most of the generated particles we expect from Fig. 2 an almost is} 
tropic angular distribution in the two C,-systems. This means that they w 
be collimated in the C-system in two opposite cones, of half opening [24] 


tg 9, = 3/1 . (3 


Transformation to the L-system yields then the well-known two-cone structui 
the narrow cone containing a small number of very energetic particles. 

A rough approximation to the energy-angle correlation in the C-syste 
can be obtained as follows: we shall assume that 


p* ~ Br, 
further that in C* all particles are emitted at right angles to the shower a 
Then the following relations hold 


€ = y*e* 
€ = & ¥3(1 4- cos 6,) 
tg 9, ly* ’ 


tg 9. = (71) tg (64/2). - 
Denote by y the ratio 
* = €-/e* 9 
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nnd by € the quantity 
: a V1 ug 0. ‘. (43) 
The double sign in (41) shows that the energy-angle correlation in the 


a-system is of different form, depending on whether € > 0 or € < 0. For € >0 
she correlation function for the “negative” particles is 


~- = (vi) [G2 — 2)/+ &)] (44) 


\ 


OG? th U6 G8 10 
Fig. 5 


ind for the “‘positive’’ particles 
x= (08) [A—A)/0+ 0). Seo cats 


— and 7x, are plotted in Fig. 6 versus €.y_ diverges at C= 0, while Wo 
#t C—O and €=1, and reaches a maximum 


m 7 0,3 V1 (46) 


it¢ ~ 0,5. Thus, in the C-system some of the negative particles are emitted 
most straight forwards or backwards with very high energies, while all ‘‘posi- 
five” particles appear with very low energies. The same picture in reverse holds 
Yor € < 0. Fig. 7 gives a schematic picture of the angular and energetic distri- 
Mutions which are to be expected for the two cases. For the sake of illustration 
t has been supposed that in all 12 particles have been produced and that 
=— = 1/ 3 so that in Ake of the two meson-nucleon collisions evo particles come 
rom the “positive” volume and four from Bre ‘negative’ one. “Positive” 

rticles are indicated by full lines, “negative” ones by dotted lines. The length 


f these lines should give an idea of the energy. As can be seen in Fig. 7, in case 


| 
| 
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A (€ < 0), all the particles are confined within two cones, while in case B a fe" 
(low energy) particles can be found at angles near to mT] 9. At not too large }; 
such a distribution should not differ very much from isotropy. 

Thus, for a nucleon-nucleon collision we expect a more or less pronounce} 
two-cone structure in the C-system. Excepting a small number of high-ener 
particles (the collimation of which increases with increasing primary energy} 
the half openings of the two cones are independent of energy and depend onl 
on €, which in turn must be related in some way or other to the impact pare 


meter of the collision. 


A r<0 


ph Bee ds 27) | 
Pies ns --- 
-—-=3" Pome, | 
worn Tse a SS orn we ee 
Fig. 6 
IV : 
For a comparison with experiment we have chosen the only accurate: 


measured jet of very high energy, known as the S-star [17], [18]. This jet sho 
a well-defined two-cone structure and all the interesting quantities can 
computed with sufficient accuracy. These data are collected in Table I. Anoth 
event [20], quoted as the HBD-star is also analysed in Table I, although : 
this case it is more difficult to draw definite conclusions owing to the almo 
isotropical distribution in the C-system, which indicates a collision of type J 
Two values are given for y,, viz. : (y,)y, which is deduced from angular meast 
ments only [16], [25], while (-y,) € has been computed from the energies, measur 
by multiple scattering, in the L-system, in the following way : >| 
If 6. ~ 1, the Lorentz transform from L to C reads 


Ec Ve EL (l—cos6;). (4 


Summing for all particles we get first the ratio of the energy carried away 
the C-system by the observed particles to the whole available energy : 


p & (1/4) 2, Ex: Of; ( 
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jand then 


Gone cn) | = (48) 


pais 
i 


should be identical with (y,), and equal to y, if the observed particles 
ty ensure momentum balance in the C-system. (y,.), = y, for forward- 


4 
4 
a 
| Table I 


| | 
Star | oS | (de (Je | O,° | V4 P ol econ 
s 15 | 100+25| ~65 | 20 | 8 0,08 8 1 
: | | Es at 
| | | 
HBD 6 | 3843 | 21 | ws | ms Ole. 10 3 


yackward symmetry in C. As can be seen from Table I, there seems to be a 
ignificant difference between (y,)g and (y,)¢ for the HBD-star, while the 
}-star shows no such difference. This would either mean that in the HBD-star 
he number of undetected particles is somewhat larger than in the S-star, or 
hat in the HBD-star there is some lack of forward-backward symmetry. 
According to (35) a fraction ® = y, 1 of the available energy in the 
'-system should appear as mesons. Assuming charge symmetry (i.e. ng+ ~ 2Nqo0) 
re get the values listed in Table I (© = 1,5 for the S-star, ® = — for the 
BD-star). This value is in good agreement with the value of y, deduced from 
gular measurements on the S-star, but is rather high for the HBD-star. 
‘his could be accounted for by the presence of some undetected highly energetic 
eutral particles. As has been shown before, the same conclusion can be drawn 
‘om a comparison between (y,), and (7,)e, but then we must admit that the 
arge distribution shows a large fluctuation in the HBD-star. Considering the 
allness of the total number of generated particles, such a fluctuation is however 
ot improbable. 
Considering the S-star as a type A collision (¢ < 0) and the HBD-star 
s a type B collision (§ > 0) we get for € and a the values listed in Table IT. 


Table II 


Star é a ub 


S —0,992 | 0,996 0,004 


HBD 0,943 | 0,003 3,6 
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| 
| 


est assumption one can make about the dependence of a on the impac 


The simpl 


parameter 5, is 
roi (49 


In Table II the product yb is also listed. Thus the S-star should be the produc} 
of an almost central collision, while the HBD-star seems to be a very distant 
one. It must be pointed out that, if (49) is valid, we should expect a maximur 
number of mesons to be generated at an impact parameter such that ub ~ 0,7) 
i.e.a ~ 1/2, € ~ 0, 7, v 1. Then a fraction z(A) of E, can go into meson pra 
duction and except for the few “positive” particles the angular distributio} 
must be nearly isotropic. This might be the case in the star observed by TEUCHE 
[26] although its high multiplicity for a relatively low primary energy rathe 
suggests a composite collision [13—15 ]. | 
Finally, itis interesting to compare the multiplicities of the S- and HBD} 
stars with the values to be expected according to the theories of FERMI an| 
Herisensere for the observed values of E* andy,. These multiplicities have bee 
computed for A = 3 and A = 6,65 and listed in Table III. The striking featu 
of both stars is the large difference in multiplicity for almost the same tote 
available energy. The best fit is obtained with HEISENBERG’s theory for A = ) 
for the S-star and A = 1/u for the HBD-star. This is not impossible since 0 
may conceive that, in central collisions, heavy (K) amesons may play a greate 
role than in peripheric collisions, where light (x) mesons should prevail. Thi 
would tend to reduce the value of A in central collisions. On the basis of momer 
tum balance in the C-system, one might, on the other hand, postulate some mo 
neutral pions in the HBD-star, and then A = 1/u would fit both cases (i 
HeisenBERG’s theory). FERMI’s theory yields not only too low values of thi 
multiplicity, but, owing to stronger contraction of the interaction volum« 
also a smaller multiplicity for the S-star than for the HBD-star, which contré 
dicts the experimental data. Again, one might assume that the mechanism 
of production of the two stars are fundamentally different. Thus, for instance 
the HBD-star might result from a free pion-nucleon collision. Then, evidentl 
the angular distribution is asymmetric in the C-system (cf. Sec. II). Hence 


Table II 
Star Re ete dees ee te ee n | 
E* | mp | my | &* | np | my | observed | charge sym,| mom. bald 
s 18,8] 11 | 26 |.108| 7-|-17 16 22 16 | 
E*from@) 16,5 | 13 23 ee ees, 9 9 ll | 


HBD 
E*from ¢} 10,5 9 17 5,9 6 11 


| 


| 
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1e value of y, computed from the angular distribution in the L-system (assuming 
ymmetry in C) is underrated. A rough estimate of this effect shows that under 
aese conditions FERMI’s theory can be easily fitted to the experimental data 
arough a convenient choice of A (A ~ 5,5, which is not far from 1/u). But 
nen, to explain the S-star we must assume that it is not a pure nucleon-nucleon 
pllision, but that more than one nucleon is involved in the process [13]. In our 
jodel, this increases the multiplicity by a factor p'*, where v is the number 
f nucleons of the target nucleus swept away by the incident nucleon. A good 
& with the experimental data is obtained for » = 3 which again is not an 
jreasonable assumption considering that two low-energy nucleons are also 
mitted from the target nucleus. (In bromine and silver nuclei one should expect 
jn the average A’® ~ 4...5 collisions.) 

Thus, either of the two theories can be shown to fit these experimental 
ata (which, admittedly, are very few). 


VY. Concluding remarks | 


Several criterions have been advanced in the last years by different authors 
r testing the different theories of multiple production. Multiplicity, angular 
stribution and energy transfer have been used in turn. It was indeed a strong 
int in LANDAv’s theory that a large fraction of energy should be always carried 
ay by very few particles. As has been shown in the present paper, once our 
odel of mass distribution is assumed, this feature of the energy transfer is 
direct consequence of the conservation laws and is hence independent of any 
ecial theory. In an earlier work [27] it has been shown that the spatial distri- 
tion of large atmospheric showers which has been used to test the theories 
Fermi and Lanpav[10] is also not a decisive criterion. It is easy to see that 

model yields by itself practically all the rougher features of the existing 
eories. So, e. g. the average energy in the C-system is low (HEISENBERG) 
t small number of particles carry away most of the energy (LANDAU); the 
o-cone structure in C is independent of energy and depends only upon the 
npact parameter (Fermi), but the anisotropy of energy distribution increases 
ith the primary energy (Lanpav). By an adequate choice of parameters, the 
served multiplicity can be made to fit almost any of these theories. 

Thus, considering the scarcity of experimental data it seems premature 
assert that any one of the existing theories gives a (significantly) better fit 
en the other ones. Finer details of the energetic and angular distributions 
ust be brought to light and more accurate measurements of high-energy jets 
re needed to decide upon the worth of such a theory. Until then, all assertions 
at a certain theory “fits” the data must be regarded with caution. | 
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K BOMPOCY O MHO)KECTBEHHOM PO)KOEHHH ME3SOHOB 
B COYHAPEHHAX ME30HA C HYKJIOHOM TPH BOJIbBIUNX SHEPPMAX 


9. ®BPHAJIEHTEP 


Pe3wme 


Llemb HacTosuel craTsu --- uccaeqopaTb BAUAHHe KakOH-HHOyAb pa3HHIbl MOK! 
PaciipeAeNeHHAMHM TWIOTHOCTH MaCcbl BHYTPH HYKJIOHA HM Me€30HA Ha MeSOHHBIC JIMBHH, Bol 
HHKAIOUIME OT BbICOKOSHEPreTHYHBIX Me3OH-HYKJIOH HJIM HYIKJIOH-HYKJIOH - CTOJIKHOBeHY 
Tlyrem pa3symuoro BblOopa sTux pacnpeseneHHi CTaHOBHTCA BO3MO}KHBIM OObACHHTb He 
TOPHIE BAKHbIC XAPAKTEPUCTHKH MC3OHHBIX JIMBHCI, HCXOAA TObKO W3 KHHeMATHUeCKHX cod 
PaKeHHH, T. €, O€3 NpUBIeYeHHA KakoOli-mu60 cnenmuanbHoli TeOpuH B3aNMOAeHCTBHA. 
HYKHO TOJIbKO WIA BbIUMCIICHHA MHODKECTBEHHOCTH AUBHA, 

AHasIH3 (BECbMa MaJIOUNCAeHHBIX) AKKyPaTHO MIpOMepeHHBIX CIy4aeB MOKAasbIBaeT, UF 
HaO0aeMAA MHOOKECTBEHHOCT MODKET ObITb OObACHEHA C NOMOWbIO J000H U3 BarKHeHLI 
CYINECTBYIONWAX TEOPHH. MOKHO CieaTbh BbIBOA, YTO BCAKOe YTBep»KeHHe TOTO, YTO HEKO 


Pax TCOpuA OATBEPACIeHa» IKCTEPHMeHTOM, HeEOOXOAHMO PaccMaTpuBaTb c Kpaiineli oc 
PO*KHOCTbIO. ; 
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UNTERSUCHUNG DER SPONTANEN KERNSPALTUNG 


AUF GRUND DES STATISTISCHEN KERNMODELLS 


Von 


D. Kisp1 


ORSCHUNGSGRUPPE FUR THEORETISCHE PHYSIK DER UNGARISCHEN AKADEMIE DER WISSEN- 
SCHAFTEN, BUDAPEST 


(Vorgelegt von P. Gombas. — Eingegangen: 27. I. 1956) 


In der vorliegenden Arbeit wird die Bour-WHEELERsche Theorie auf das statistische 
Modell der Atomkerne angewandt, wobei die Rolle der Oberflachenenergie von der Weizsacker- 
chen kinetischen Energie iibernommen wird. Bei Annahme von Yukawa-Kriaften erhalt man 
ir die Ordnungszahl bzw. Massenzahl des schwersten stabilen Kernes die folgenden Werte : 


eta) Ollie Ajit = 266. 


1. Einleitung 


Die Theorie der spontanen Spaltung von Atomkernen wurde zuerst von 
Bour und WHEELER ausgearbeitet [1]. Ihre Theorie beruht auf dem phano- 
menologischen Trépfchenmodell der Atomkerne. 

Ein Kern ist gegeniiber spontaner Spaltung dann stabil, wenn die Variation 
der Bindungsenergie im Falle einer infinitesimal kleinen Deformation des Kernes 
nositiv ist. Bei der Deformation bleibt der volumenproportionale Anteil der 
Bildungsenergie unverandert, es verindert sich nur die Coulombsche Wechsel- 
wirkungsenergie Ec der Protonen sowie die Oberflachenenergie E- des Kernes. 
Aus der Forderung, dass die Energievariation 6E = 6E, + 6Ec¢ positiv zu sein 
hat, leiteten Bour und WHEELER folgende Stabilitatsbedingung ab: Z?/A S478. 


5 
it Hilfe der bei schweren Kernen bestehenden Beziehung Aw 97% erge- 


ben sich fiir die Ordnungszahl und Massenzahl des schwersten stabilen Kernes 


die folgenden Werte: Z,,;, = 120 bzw. Axi, = 3005 
In der vorliegenden Arbeit soll nun die Methode von Bour und WHEELER 


auf das statistische Modell des Atomkernes angewandt werden. Wie zu sehen 
sein wird, iibernimmt hier die Weizsackersche kinetische Energie die Rolle 
der Oberflachenenergie. Die so durchgefiihrten Berechnungen ergaben fir die 
Ordnungszahl des schwersten stabilen Kernes einen Wert von Z,,;, = 107 und 
fiir dessen Massenzahl einen Wert von Ay. = 266. 


2. Die statistische Theorie der Atomkerne 


Auf Grund der von Gompis [2] ausgearbeiteten statistischen Theorie der 
Atomkerne lasst sich in dem aus beliebig vielen (N) Neutronen und (Z) Pro- 
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tonen bestehenden Kern die Dichteverteilung der Nukleonen bzw. die Keig 
energie im Gleichgewichtszustand verhaltnismassig leicht bestimmen. Dil 
Aufgabe wurde von GomBAs im Falle von Majorana-Krafte auf Grund 
Minimumforderung der Energie so gelést, dass zunichst die Energie als Fux 
tion der Neutronendichte g, und der Protonendichte g, ermittelt wurde ul 
dann jene Dichteverteilungen berechnet wurden, bei deren Vorhandensein || 
Energie E (on, @p) ein Minimum ist, wobei fiir g, und gp die folgenden Rand}} 


dingungen 


Jon d=, opdv =Z 


bestehen. Es seien in diesem Abschnitt die Resultate von GomBAs kurz zusa 
mengefasst. | 

In erster Linie ist also die Funktion E (on, gp) zu bestimmen. Die Enen 
E setzt sich aus finf Termen zusammen : 


B=£x+E) + Ea + Ec + Er, 


wo Ex die Fermische kinetische Energie der Nukleonen, E, die Weizsicki 
sche Korrektion der kinetischen Energie, E,4 die aus der Austauschwechs 
witkung der Nukleonen resultierende Energie, Ec die elektrostatische Enen 
der Protonen und Ep die aus der elektrostatischen Wechselwirkung der Proj 
nen herriihrende Austauschenergie ist. Diese Energieterme sind als Funktio 
der Neutronen- und Protonendichte in I. hergeleitet worden. An Stelle der Nuk 
onendichten ist es zweckmiassig, die folgenden dimensionslosen Gréssen 4 
zufiihren : | 

On = (327)! ro Ont!? ; Wp = (37*)"3 rq Ops, | 
in denen ry den Wirkungsradius der Kernkrafte, d. h. den 2-ten Teil der Com 
tonschen Wellenlange der z-Mesonen bezeichnet. Der Wert von rp ist in I., 
(48) angegeben. Mit Hilfe der Gréssen @, und @, lassen sich die Energieter 
in einfacher Weise ermitteln. Der Ausdruck fiir die kinetische Energie Ex la 
wie folgt : 


} 


Ex = - {loi toy ]dv , 


wo M die Nukleonenmasse ist. Die Weizsickersche Energie wird in 
Form 
3 A? 


ee An? 2Mr aa [@n (grad w,)? + Op (grad w Ay dv 


und die Austauschenergie E, in der Form 


_E,=— fp JU em © p) FF (@n, ®n) + f (@p, ®p) ] dv 


{ 
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eschrieben, wo y die im Yukawa-Potential der Kernkrafte vorkommende 
,opplungskonstante ist, deren Wert laut I. y = 66,24e? betrigt (e ist die 
dementarladung). Die in dem Ausdruck (6) stehende Funktion f (@,, @p) ist 
urch I. Gl. (78) definiert. 


Die elektrostatische Energie Ec kann folgenderweise angesetzt werden : 


Vo,do = —- f Voy dv , (7’) 


ro V das elektrostatische Potential der Protonenwolke bezeichnet und folgender- 
uassen geschrieben werden kann: 


Vit) = alee dgpsee sc aes eee (7”) 


, 


it — vr’ 32273 
chliesslich lautet der Ausdruck der Energieterme Ep wie folgt : 


ihe e* 
Er = —-——— | oj dv. (8) 

An8 r¢ 
Jie Summe dieser Energieterme liefert die Gesamtenergie als Funktion der 
wéssen @, und @,. Die nachste Aufgabe besteht in der Bestimmung jener Aus- 
tiicke von @, und @p, die die Gesamtenergie zu einem Minimum machen und 
ie den Randbedingungen (1) aquivalenten Normierungsbedingungen befrie- 


igen : 
: 


for dy =N., : fe: dv=Z. (9) 


320273 


Die Gréssen @, und @,, die die Lésung fiir das oben aufgestellte Variations- 
roblem bilden, werden offensichtlich nur Funktionen der vom Kernzentrum 
emessenen Entfernung r sein, da die Kerne in ihrem Gleichgewichtszustand 
ugelsymmetrisch sind. Von Gomsds wurde nachgewiesen, dass die Gréssen 
iy und @, im Falle des Vorhandenseins von Yukawa-Kriften in recht guter 
\aherung eine Gausssche Verteilung haben, also in folgender Form geschrie- 


en werden kénnen: 


: 
: 


=; at () -Fat (7)? (10) 
i 

Werden diese Ausdriicke in die Randbedingungen (9) eingesetzt, so lassen sich 
ie Normierungskoeffizienten von @n9 und po wie folgt bestimmen : 


3 Ong = (90)"8a NUS, py = (92) 8a ZN8. (11) 


i Setzt man in die Ausdriicke (4)—(8) der Energieterme die Ausdriicke (10) 
in und eliminiert man mit Hilfe der Gleichungen (11) die Normierungskoeffi- 
ienten, so erhalt man die einzelnen Energieterme als Funktionen des Parameters a. 
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Die Aufgabe besteht nun darin, jenen Wert a zu bestimmen, der die Gesam 
energie E = E(a) zu einem Minimum macht. 

Dieser Wert a, der im weiteren mit a) bezeichnet werden soll, entspricl) 
dem Gleichgewichtszustand und der mit diesem a) berechnete Energiewert, di 
mit E, bezeichnet werden mége, ist die Energie des Kernes im Gleichgewicht) 
zustand. Die so bestimmten Werte a) und E, sind ausserdem noch Funktiond 


der Massenzahl A und der Ordnungszahl Z : 
ay== a, (A, Z) ; EK, = Ey (A, 2). (13 


Bei einem gegebenen Wert von A sind also a) und E) noch Funktionen d/ 
Ordnungszahl Z, so dass man Parameterwerte a) und Energiewerte E, berecl 
nen kann, die einer zu einem gewissen A gehérigen Isobarenreihe entspreche} 
Die Energiewerte einer Isobarenreihe werden bei einem gewissen Wert von | 
ein Minimum aufweisen, dem das stabilste Element dieser Isobarenreihe em 
spricht. Die stabilste Isobarenenergie sei hier mit Eo, und der entsprechend 
Wert des Variationsparameters mit do, bezeichnet. Die Ordnungszahl Z d} 
stabilsten Isobars, ferner der Parameter ay) und die Energie Ey, hangen ausschlies 
lich von der Massenzahl A der Isobarenreihe ab. | 


Z=Z(A) , = (A) 5 Ego = Eq (A)- (1! 


In I. wurden die Werte von Z, aj) und Eo, fiir den Fall von mehreren Wertd 
von A berechnet. 


3. Die Bestimmung der Dichte des deformierten Atomkerns 


Es sei angenommen, dass sich in einem Atomkern mit der Massenza 
A und der Ordnungszahl Z die der Gleichgewichtslage entsprechende Nukleone 
dichteverteilung infolge einer Ausseren Einwirkung verdndert, dass sich also d 
Kern deformiert. Der deformierte Kern wird nicht kugelsymmetrisch sein, do 
sei hinsichtlich der Deformation angenommen, dass die Flachen o = konst. 1: 
deformierten Kern achsensymmetrisch sind. Es wird der Radius jener Kug 
mit R bezeichnet, auf der die Dichte des nichtdeformierten Kernes einen im vo: 
hinein gegebenen Wert o hat. Ks sei nun jene Flache im deformierten Kern b: 
trachtet, an der die Nukleonendichte denselben konstanten Wert @ haben wir 


Die Gleichung dieser Flache kann in der folgenden allgemeinen Form geschrieb 
werden: 


r() = R (ay + a, cos 3 + ay cos?) + ...), (1 


wo r und # die tiblichen Polarkoordinaten bezeichnen. 


Falls angenommen wird, dass sich der Schwerpunkt des Kernes wahrer 
der Deformation nicht verschiebt, so ist in der Reihenentwicklung (14) a, = 
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erster Naherung geniigt es, die ersten zwei Glieder der Reihenentwicklung 
beriicksichtigen. Man hat also: 


5 R | 
r(3) = R (ay) + ay cos? 0) = — (1 — asin? 8) , (15) 
& 
) 
a=? und s= tne : (15’) 
a) + a, Qo + ag 


Es sei noch angenommen, dass die Deformation nur eine Formanderung 
sitzt, aber keine Kompression oder Dilatation des Kernes zur Folge hat. 
wird also gefordert, dass der durch die Flache (15) eingeschlossene Raum- 
ialt genau so gross sei wie der einer Kugel mit dem Radius R. 


64 


; fr (@)sindae = = R. (16) 


0 


zt man dies in die Gleichung (15) ein, so gelangt man zu 


il 
2g° 


Je — asin? ?)3sin ddd = 1 . (17) 
0 
s dem Ausdruck (17) ergibt sich zwischen g und @ die folgende Beziehung : 


8 1 
= l= ae = 0 = 08 - 18 
g | ay ; 3 (18) 


Setzt man die Gleichung (18) in den Ausdruck (15) ein, so erhalt man die 

aad der eine konstante Dichte aufweisenden Flachen des deformierten 
es als Funktion des Deformationsparameters a. 

Da die Nukleonendichten an der Oberflache (15) genau so gross sind wie 

nichtdeformierten Kern an der Oberfliche der Kugel mit dem Radius R, 

wird die Verteilung der Gréssen o, und @, folgende sein [vgl. die Gleichun- 


(10) ]: 


if Dn = Wno EXP oa 


2 2 
1a E r | ; 
3 © (l—asin??)? 
(19) 
2 2 
Op = Wp, EXP oe . 

P Ae 3 (l—asin? 0)? rj 
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Hier sind a), @no und @,) die dem Gleichgewichtszustand des ages | 
Kernes entsprechenden Werte, fiir sie gelten also die Beziehungen (11). Die 
Ausdriicke von @, und op befriedigen die Normierungsbedingungen (9) in g> 


cher Weise. 


4. Die Energie des deformierten Atomkerns | 


Es soll nun die Energie des deformierten Kernes als Funktion des De; 
mationsparameters a bestimmt werden. Zu diesem Zwecke werden die 4 
driicke (19) von @, und @, der Reihe nach in die Energieterme (4)—(8) eiai 
setzt. Auf diese Weise erhalt man fiir die Fermische kinetische Energie | 
Ausdruck : 

1 A 
5722 2M re 


Ex (a) \ [on + 0,5] dv = 


I Ae 5 5 | : | 5 2 g° r 
ES aes ee Sees ; 22 \ dd sin’ | drr* exp / —— a 
522 2Mr? ono + Oo] | ae : : oe " (1 —asin? 0)? TO} 
0 
id ee R? | 
2 fs ees | 
= ea Meas Po + oro | : | (1 — asin? #)§ sin a0 | ¢ 3% re Aad 
5702 2Mr° 2g eg s 
0 


und nach Einsetzen der Gleichung (17) : 


1 ee fs 
Be: ‘502 2Mr? 


o 5 : R: 
[ono a oo | fe 3 a 7 4aR2dR => Ex (0) = 
0 


Bei der Deformation tritt also keine Veranderung der Fermischen kinetis 
Energie ein. Auf véllig gleiche Weise ergibt sich, dass sich auch die aus den K 
kraften und der elektrostatischen Wechselwirkung der Protonen resultiere 
Austauschenergien nicht dndern : 


E,(a)=E,(0) ; Er(a)=En(0) . 


Die nachste Aufgabe besteht jetzt in der Bestimmung der Weizsac: 
schen und Coulombschen Energien. Fiir die Weizsackersche Energie er: 
man den folgenden Ausdruck : © 


Sent oe 
Ej(4) = aa [o,(grad @,)? + w,(grad @p)?] dv = 
EOS NEG Se anne a i cos? } sin? ¥ 
Se TD ESL Senedd Wy Reais er ced age leeds 4 
4 ie Nia OMe ode eh toast Daeg [Si Oa 
0 


why We 
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0 ¢) die nachstehende Konstante bezeichnet : 


A 


Sou? 


a 


1/3 


Ay - (24) 


— 92 
Cor 


s sei die folgende Verkiirzung eingefiihrt : 


cos? sin?) |. 
= a sin td) = 


l—asin?? 


1c 
j(a) = — | — asin? ? + 4a? 
2g . 
0 


er io (25) 
= : 5—2a—4)/ 1-4 aretg |/ 2 | : 
g a l—a 
ei Benutzung dieser Bezeichnung und bei Einfiihrung der Ene rgieeinhei 
< “ oS 1¢,01 Me¥ vechalts man: 
0 


E ;(a) = 0,1297 2 AU3j (a)e, . (26) 


n weiteren sollen nur noch infinitesimale Deformationen behandelt werden, 
so jene Faille, wo-a eine sehr kleine Zahl ist. In diesem Falle lasst sich j(a) 
urch die ersten zwei Glieder der Potenzenreihe um a = 0 ersetzen. 


j@)=14+@ 4... : (27) 


E j(a) = 0,1297 c?2 Avs p + ia Ey. (28) 


Es bleibt noch die Coulombsche Energie zu bestimmen. Wird in den 
usdruck (7) der elektrostatischen Energie Ec die Dichte (19) des deformierten 
ernes eingesetzt, so erhalt man E¢ als Funktion von a. Bei kleinen Deformatio- 
m_lasst sich auch die Funktion E¢ (a) durch die ersten zwei Glieder der Poten- 
mreihe a — 0 ersetzen. Auf diese Weise ergibt sich fiir die elektrostatische 
eee der nachstehende Ausdruck : 


7 
5 Ec(a) = 0,002250 cy al Adis f ae Tae rane (29) 
ie zur Deformation des Kernes notwendige Energie 6E = E(a)—E(0) setzt 
ch aus der Abanderung der Weizsackerschen und Coulombschen Energie 


i folgt zusammen : 


:. 4 2Z i 
OE = 6E, + 0Ec -|° 1297 ce ABO, 00225 c ae Jans ale 
(30) 


ree eee a A283 ; 
OE = 0,00140 6)“, [41,175 0 =) 


Acta Physica VI/2 a 


_der spontanen Spaltung gegeniiber instabil. 


_ mische Veranderung, die also nicht spontan eintreten kann. Natiirlich is 
_ nicht ausgeschlossen, dass eine durch einen anderen Ansatz charakteris 
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5. Die Stabilitit des Atomkerns gegentiber spontaner Spaltung 


Wenn die Deformationsenergie 6E negativ ist, tritt die Deformation 1 
Spaltung des Kerns spontan ein. Bei stabilen Kernen hat also der Ausdruck | 
der rechten Seite der Gleichung (30) positiv zu sein. Bei Anwendung auf sta} 
Kerne wird somit die Bedingung Z?/A?'? < 41,175 cy erfiillt. Erhebt man dij 
Ungleichung zur 3/4-ten Potenz, so ergibt sich: 


Z3!2 7 
a 16:25 6 8k 
All2 


Aus dieser Bedingung kann man jene kritische Massenzahl berechy 
bei der ein aus mehreren Nukleonen bestehender Kern nicht stabil sein ka 
Die in I. bestimmten Ordnungszahlen Z der stabilsten Isobare lassen sich! 
Falle schwerer Kerne aus der folgenden Formel ermitteln : 


Z(A) = 0,4803 A — 0,0002863 A? . 


Der Parameterwert ¢j,, der dem Gleichgewichtszustand der stabilsten Isol! 
entspricht, ist im Falle schwerer Kerne durch die Formel 


{| A \3/2 
a'( 7 — 13,05 + 0,01243 4 


| 


gegeben. : 

Setzt man die Formel (33) in die Beziehung (31) ein, so erhalt man | 
Ungleichung, aus der sich A,,;,, die maximale Massenzahl der stabilen Ke; 
bestimmen lasst : wenn man nun diesen Wert A,,;, in die Formel (32) eins 


dann gelangt man zu der maximalen Ordnungszahl der stabilen Kerne : 


ome — - ail 


Agri 5200. cars Zea =107 . 


Es wurde also bewiesen, dass sich ein Atomkern, wenn seine Ordnu: 
zahl grésser als 107 ist, spontan so deformiert, dass die Nukleonendichten 
Ausdruck (19) folgen. Diese Deformation fiihrt im Endergebnis zur Spal 
des Kernes ; die Elemente mit einer grésseren Ordnungszahl als 107 sind dz 


Wenn nun die Ordnungszahl eines Atomkernes kleiner als 107 ist, 
bedeutet die durch den Ausdruck (19) beschriebene Deformation eine endot 


Deformation spontan eintreten wird. Als Endresultat ergibt sich also, 


die Zahl 107 nur eine obere Grenze der Ordnungszahl von stabilen Kernen be 
tet. 


ee 
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Die statistische Theorie der Atomkerne bezeichnet deshalb im vollen Ein- 
ng mit der Erfahrung die Werte 107 und 266 als obere Grenze fiir die Ord- 
gszahl bzw. Massenzahl von stabilen Kernen. 

_ An dieser Stelle dankt der Verfasser Herrn Prof. Dr. P. Gompds fiir seine 
hireichen wertvollen Ratschlige. 
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INVESTIGATION OF THE ENERGY SPECTRUM 
OF NEUTRONS FROM A Po-Be SOURCE 
WITH THE PHOTOGRAPHIC EMULSION METHOD 


By 
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NUCLEAR RESEARCH INSTITUTE OF THE HUNGARIAN ACADEMY OF SCIENCES, DEBRECEN 


(Presented by A. Szalay. — Received 20. I. 1956) 


Thick-layered Be was bombarded with a-particles of a small-diameter Po preparation. 
1e distribution of neutron-emission energy associated with the Be®(a,n)-C!2 nuclear process 
as determined by the measurement of recoil-proton tracks incident in the nuclear emulsion. 
1e energy spectrum obtained by the measurement of more than 12 000 tracks showed three 
axima (1,3; 4,4; 6,9 MeV) and the observed upper limit of neutron energy was 10,7 MeV. 

The distribution of energy observed showed considerable disagreement with results known 
ym literature. This can be accounted for by the fact that the number of measurements contri- 
iting to the present result exceeds by far the number of measurements carried out by other 
ithors. Furthermore the divergence of irradiation geometry offers a very favourable oppor- 
nity for observation when a source of small diameter is used. 


Of the neutron sources produced by natural radioactive alpha rays it is 
1e Be®(a, n)C12 nuclear process which is associated with the most intensive 
eutron emission. In many cases polonium is preferred as an alpha source, by 
,ason of its y radiation having considerably smaller intensity than Ra or Rn. 
urthermore its alpha energy is more homogeneous. 

_ This fact explains why studies dealing with the investigation of the energy 
sectrum of neutrons from a Po-Be source abound in the literature. The subject 
as not lost its significance even at the present time. The various results [11, 
2, 13] so far obtained agree in putting the highest limit of radiation at 11 MeV. 
he maximum of intensity has been determined in general as ranging from 2 
» 5 MeV. However, as to the number and locus of maxima, as well as the pro- 
ortion of intensities are considerable discrepancies. 

_ The purpose of this study is to examine the energy distribution of fast 
eutrons, as they emerge from a Po-Be neutron source of small dimensions, 


ith the photographic emulsion method. 


Technique of measurement 


Neutron source 


For Po-Be neutron sources mostly the homogeneous compound of solute 
owdered beryllium is used, but the introduction of polonium on 


nium and p 
der is also customary [1]. The neutron 


platinum foil into a beryllium cylin 


_ on the edges of the beam, entering at any point of the emulsion, were found 


_ it became apparent how advantageous 


, small surface could be. Other authors were able to fulfil this condition ou 
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source used for the present measurements is rather similar i the latter, bul 
of very small dimensions (Fig. 1). The 12 millicuries of polonium were volatilij 
onto a Pt-Ir disc of 3 mm in diameter, according to the technique elabora} 
by A. Szatay [2]. Opposite to the disc, at a distance of geet was pla} 
the metallic beryllium in laminar form. The source was placed into a brass ¢ 


tainer of 5 mm wall thickness. 


Ls 


Fig. 1. Longitudinal section of the neutron source 


Irradiation 


Fig. 2 shows the irradiation geometry of the arrangement [3]. At irra 
tion the nuclear photographic plates were placed two by two in the plane 
the beryllium at a distance of 40 or 100 mm from the centerline of the neut 
source with their sensitive sides facing and wrapped up in aluminium foil : 
black paper. The direction homogeneity of the neutron beam striking the em 
sion was very favourable for the small dimensions of the source, as the neutr 


| 


bound a maximum angle of 2° at a radiation range of 100 mm, and an angle 
less than 5° even at a distance of 40 mm. Even at such a short radiation Tal 


the application of a Po point source 
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‘he case of a considerably greater irradiation distance. The emulsions have been 
icposed to irradiation in several lots, each one for a different length of time, 


varying from 2 to 14 days. 


The emulsion and its treatment 


For research purposes Ilford C2 nuclear photographic plates with 100 


vieron thick emulsions have been used. The total area of the measured emulsion 


Jource Irradiation distance Plates 


epee 
Be ; 1 Glass 
Y 


Glass 


Sensitive layers 


Fig. 2. Irradiation geometry of arrangement 


‘as 229,5 cm2. The irradiations occurred in the year 1951 two years after the 


aanufacture of the emulsions, and thus they were quite old. Immediately before 


Jhe irradiation it was absolutely necessary to eradicate different background 


tracks, which in the meantime had accumulated in the emulsion. The eradication 
Was effected by saturated water vapour at 35 + 1°C during 90 hours, after which 
The emulsions were dried in a desiccator. This procedure is essentially the same 
6 that which has been outlined by WrENER and YAcoDA [4]. However, the 
rocess took six times as long as stated by these authors. 

The photographic plates were developed by a weak developer of hydro- 
described by WIENER and YacopA, but the 
th of time needed for the developing process was changed with the thick- 
of the layer. For maintaining the temperatures which were required by 
home-made simple thermostats proved to be quite ade- 
h double walls and water- 
performed by a 


inone, according to the process 


e developing process, 
, since they are light-proof wooden boxes wit 
s. The mechanical “rocking” necessary for fixation was 
aid of an excenter disc. 

f the emulsions in the whole thickness of their 
fers was uniform or not, could be determined by an examination of the grain 
nsity of the proton tracks, which were to be found at different depths in the — 
ulsion, i. e. by counting the grains of equal portions of equally long proton 


amophone motor with the 


_ Whether the development o 
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tracks running at only slightly deviating angle to the plane of the emulsions 


is advisable when choosing such a portion of the track to avoid the slow end 
proton tracks, where the grains almost wholly coalesce. To check the grainy 
sity the grains were counted at a magnification of 1700 SR 2s a 95,2 mie # 
portion of the track, next to the 13,8 micron portion adjoining the termiij 
grain. : 


In Fig. 3 is presented the average number of grains (0) occurring i} 
micron lengths of the tracks incident at different depths below the surfd| 


tee 2D 30. 


Fig. 3. Average number of grains on portions 1 micron long, in different depths of the des 
loped emulsion. (To check the uniformity of development) 


of the emulsion. It is evident from these measurements that the developme! 


of the emulsions in their entire depths was sufficiently uniform. 


Microscope 


Measurement of the majority of the track lengths was made with a Zei 
LgOG laboratory microscope, the objectives were Leitz-made immersion lens# 
of little depth of focus (22 x, 53 x and 100 X) specially designed for researc 
work of nuclear emulsions and with the use of a 6 X resp. a 12,5 x measurit 
ocular. Measurement of the rest of the tracks was made with a Leitz Orthohi 
ale microscope with the same objectives. The length of the trajectories in t 

plane of the emulsion was measured by the aid of the screws for fine adjustme 
The left side of the tube of the binocular microscope served for length meas 
_ment and the right one was used — with the aid of a home-made goniomet! 
attachment — to measure the azimuth. The ocular scales were calibrated by 
1/100 object-micrometer. : a | 
The measurements were made by six persons, but the majority of the trael 
measured by two microscopists. In the case of every single observer 1 
deviations between individual measurements were within the error limits 


was 
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)bservation and thus the results could be summed up. This sum total was verified 
»y separate comparative measurements and by comparison with the individual 
jesults. (All the observers — independently of each other — measured the 
sracks of protons of 17 different energies, and repeated the measurements some 
‘lays later on the length of the same tracks. The measurement of the length of 
racks showed differences less than 2°%, and the average error in the average 
“value of the measurement of angles was found to be 0°16’). 


Determination of the shrinkage factor 


It is generally known that nuclear emulsions lose a great deal of their 
riginal layer thickness after development and fixation. The quotient of the 
ayer thickness before and after the development is called the shrinkage factor 
ind this has to be taken into consideration when computing the length of the 

“racks from their projection on a plane perpendicular to the emulsion. In our 
‘neasurements the shrinkage factor was taken to be 2,7. This was determined 
‘yy measuring the layer thickness both before and after the development with 
it micrometer gauge of 1 micron scale. In order to avoid deformation of the emul- 
ion by the tip of the instrument, at every measurement the same microscopic 
‘sover-glass was interposed between the tip and the emulsion. 


Range-energy relationship 


The energy values corresponding to the tracks were determined in MeV, 
on the basis of the results reached by Larres, FOWLER and CuErR [5]. In plot- 
qi ing the relationship, however, we made use also of the extrapolations given by 
op [6] and Betser [7], which refer to informations from the above men- 
ed three authors. According to earlier measurements of our own [3] the 
ge-energy relationship of the eradicated plates agrees with the data furnished 
‘Latres, Fow.er and Curr, within the error limits of measurement. 


Data and results of measurement 


The determination of the energy of the neutrons accompanying the nuc- 


, a ‘process was based on the measurement of recoil proton tracks. For external — 
roton sources it is customary to use foils made of a compound of high hydrogen 
the hydrogen contained in the gelatin served 
ion methods for energy measure- 
t universal. In our formulation 


ntent. In our measurements 
proton source. Among the photographic emuls 
mt of neutron point source, this one is the mos 
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| 


| 

| 
E,, is the energy of the neutron, EF, that of the proton and 0 stig angle bound) 
by the direction of; the neutron and proton. The relationship is expressed 


Ene i, cs" OC; 


which is valid after an elastic collision. The direction of the neutron was assum 
to be the straight line connecting the centre of the bombarded beryllium targ¢} 


Number of protons 


Fig. 4. Distribution of proton track energy as referred to the direction of 0°. 
(Result of rough measurement without correction) 


and the initial point of the produced proton track. In conjunction with t 
results of measurement only the proton tracks, incident in a cone angle | 
half-open to the above direction, were taken into account. The results w 
related to the direction of the neutron which produced them. The ener; 
distribution is illustrated in Fig. 4 as the sum total of results from : 
microscopic measurements of 12315 tracks. 


~ 


Background of observations 
Corrections 


In order to obtain the correct energy distribution of neutrons, the resul- 
of measurements given in F ig. 4 must be corrected because of 
1. the background, 


2. its dependence on the energy cross section of neutron-proton collisio 
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3. the differing probability of occurrence, in the given emulsion thickness, 
bf tracks of different lengths. (Geometric correction). 
| The background of measurements is not only caused by cosmic radiation, 
put also by the unfortunately abundant radioactive contamination of nuclear 
ymulsions, resp. of the glass plates upon which the emulsions are mounted. 


300 


200 


100 


Number of of tracks per micron 


ig. 5. Distribution of alpha tracks originating from the radioactive contamination of nuclear- 
‘ype emulsions, according to their range in a non-irradiated emulsion. (n = number 
of alpha tracks per micron) 


Regarding this fact several observations can be found also in the literature 
[8]. In order to obtain data in this respect we have made comparative measure- 
‘ments. Having developed — immediately after eradication — one half of a 
photographic plate eradicated in water vapour, at the best one or two tracks 
d be found in the emulsion. In the other half of the same plate, which was 
ored for 10—12 days in another building at a temperature and humidity about 
e same as used for the irradiated plates, but at a place made “proof against — 
neutrons” 45—50 tracks could be measured in addition to a few neglected alpha 
s.* The lengths of the tracks agreed with the lengths of natural radioactive 
* Subsequent study was made of the problem whether the aforesaid radioactive conta - 
ion is actually a basic peculiarity of emulsions or merely the result of careless handling 
the eradication. Accordingly, we have observed and checked all the incident tracks when 
nining the background, in order to reveal in which plane of the emulsion they reside. The 
ks observed in the eradicated emulsions could only be found on the glass side of the emulsion 
, and beside the above mentioned number of tracks many were detected, which started 


t of the glass support, their complete lengths, however, did not fall into the area of the emul- 
On the other hand, contamination by careless handling would evidently have caused 


purities, above all upon the surface of the emulsion. 


could be neglected in the determination of. the background. 


literature [10]. Fig. 6 shows the combined correction, which was obtained I 
_ multiplying the reciprocal of the two above values. : % 
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alpha tracks. Comparative examinations were made of emulsions which ha! 
been developed a few months after the date of manufacturing but had not vil 
been irradiated, in order to establish the exact origin of the tracks, as well 


to determine precisely the background of the measurement. These emulsioy 
revealed a far greater number of tracks (nearly 2000 per 1800 mm?) whose disti 
bution of length represented a sharp maximum at 23 microns (Fig. 5) ay 


their directions were distributed spherically symmetrical according to the gonijj 
metric measurements. Therefore the tracks, incident in the 15° half-open con 
angle and obtained from the comparative measurements in eradicated plates, ca} 


Arbitrory waits 
yD 


18) eee OR Se PAS Mle ME 


Fig. 6. Combined correction of a 100 micron thick emulsion. 
(Geometric correction and correction of the energy cross section of n-p collision) 


be considered to be the background of the measurements. The subtracted corre 
tion on account of the background is at a value 1,3 MeV 25 per cent and at thi 
corrected energy under 2,5 MeV 9,7 per cent of these tracks. 

As an exception, tracks longer than those illustrated in Fig. 5 also wen 
observed, but their total was less than 0,2% of all the measured items and a. 
of them had different lengths. These tracks originate from cosmic radiation an 
as they could not influence considerably the result of the measurement, thei 


In the distribution obtained after the subtraction of the background, he 
two other necessary corrections were made. The differing probability of th 
occurrence (W) of tracks of various lengths in a 100 micron thick emulsio 
was computed according to Ricwarps [9]. The data on the relationship 
the energy cross section of neutron-proton collisions (¢) were taken from 
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Distribution of neutrons according to their energies 
Discussion 


| The distribution function obtained after the corrections is represented 
2 Fig. 7. This may be regarded as the distribution of energy of the above- 
| 
' 


n 
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3 600 
8 500 
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9 Fig.7. Energy spectrum of the Po-Be neutron source on the basis of the measurement, . 
-< with the necessary corrections : 


cribed Po-Be neutron source of small dimensions. Accordingly, the maximum 
energy of the neutron source resp. of the neutrons associated with the Be®(a,n)C™ 
muclear process is 10,7 MeV. In agreement with the energy distribution | 
‘ ‘neutrons at 1,3, 4,4 and 6,9 MeV, altogether three well-defined maxima are_ 
distinguishable. It would be a very dubious procedure to establish any further 
‘Jmaxima. The greatest intensity appears at 4,4 MeV. In comparing the results of 
\easurement with those well known from literature [11] as well as with more 


Number of neutrons 
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recent results [12] (Fig. 8) e. g. with the much-quoted energy spectrum || 
WuirmorE and Baker [11], an essential discrepancy is observed regardil 
the number and locus of maxima. This is especially striking in the case of tj 
maximum of intensity, where our investigations resulted in only one defins 
maximum, against the two maxima at 3,2 and 4,8 MeV of the authors quote 


22 | 
Fig. 8. Comparison of the Po-Be energy spectrum illustrated in Fig. 6 with some ofthe rest) 


from the literature. (Number of neutrons with identical ordinate value at the maximum, in: 
pedent of the quantities of measurement) ) 


Poe BERNARDINI (1936) 

DEMERS (1945) 
— — — — -Wairmoreg, BAKER (1950) 
—.—.—.—.— Etior, McGarry, Faust (1954) 


From the results of their measurements WHITMORE and BAKER conclude 
certainty of a 2,5 MeV energy level for C12. Several other authors also obtai 
a similar energy spectrum with different methods [12, 13 ] in more recent measu 
ments. Nevertheless, as regards the distribution of neutron energy, there. is 
discrepancy when comparing with the measurements in thin layers by Gul 
Bertini and Roserts. [14]. These authors measured the neutron emissi 

associated with the Be*(a, n)C!* nuclear process in two directions (0°, 18 
relative to the direction of the neutron beam, and according to the result 
their investigation, the emitted neutrons were found to belong to the station: 
state and to two energy levels (4,2 and 7,5 MeV) of the C!2 nucleus. 

The writer has observed the same three groups of energy. The maxim 

at 6,9 MeV corresponds to the ground state and — in succession — the maxim 
at 4,4. MeV to the first (4,2 MeV) and finally the one at 1,3 MeV to the seco 
(7,5 MeV) energy level. 
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I 


The measurements were made with a thick Be layer and therefore it 
was natural that the spectrum revealed stripes partly covering one another 
jnstead of lines of energy. For this very reason. the measurements were neither 
jbuitable for establishing the energy level of the C12 nucleus nor for modifying 
nore recent data [15] of the literature on this subject. It may be definitely stated 
hat in the distribution of neutron energy, according to the results of our measure- 
= there is no maximum corresponding to the energy level at 2,5 MeV. 
The discrepancy still present between the results reported here and those 
by other authors must be attributed to the divergence in the neutron sources. 


ind to the geometry of the arrangement. Furthermore it must be ascribed to the 


shumber of observations, on which the present conclusions are based, being by 
|)ar greater than the number of observations by other authors. For. the same 
yeason the statistical straggling was much smaller in the results of our measure- 
‘nents. 

I am greatly indebted to Professor A. Szatay for his helpful interest in 
the investigations and his providing for the Po preparation. Likewise acknow- 
jedgement is made of the conscientious microscopic measurements of E. Bus- 
‘oso, MArta Hatrdsz, Franciska Jost, ELEONORE MepveEczky and Irtn 
7?ERCZEL. 
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UCCAIEQOBAHME SHEPFETHYECKOPO CHEKTPA HEMTPOHOB, 
BbIXOJALIUX H3 UCTOUHHKA Po-Be, METOOM ATEPHbIX SMYJIbCHA 


JI. MED BELUKM ? 


Pe3:me 


Mobi cot Be OomOapxupoBasicA a-4acTHIaMu, U3Ty4eHHbIMM lipenapaTom 
Mayol mopepxHocTm. PacnipesesreHue 10 SHePrHAMM 3/ly4eHHA HEMTPOHOB, CONMYyCTBYIOLIY 
sylepHolt peaxiun Be%(a, n)C!2, onpeqenAOch 10 U3MepeHHAM CJICAOB OTTONKHYTHIX TIpOTOH 
BOSHHKWMXCA B AepHO-pusM4ecKOi IMyIbcHH, C y4YeTOM HeOOXOAMMbIX KOppeKMHit. SHt 


reTuuecknit cieKTp, Momy4eHHbIt u3 usMepeHHuit 12 000 c AMUIHUM OpOuT, UMeeT TPH Mak) 
myma (1,3; 4,4; 6,9 MeV), mpwuem HaOn0gaeMmbiit BepxHuit Mpeset 9Heprun HEMTPOHOB pak 
(10,7 MeV). : 

To cpaBHennto c pesybTaTaMH, U3BECTHBIMH H3 JIMTepaTypbI HM OTHOCALIMMNCA K MCT 
HuKaM HeliTpoHoB Po-Be, HaOsmIOMaeTCA 3HAUHTEIbHOe OTKIIOHEHHE B paciipeAeen 
sHepruaM. TIpHaHHbt OTKIOHEHHYA: HAaCTOAIMMM pe3yIbTaT OCHOBbIBAeTCH Ha 3Ha4H 
OonswemM uncwe ueMepeHnit, Aamee, reomeTpHA OONYYeHHA MpPOABIACT OTKIOHCHHE, UT 
OYeHb YAOOHbIC BOSMOXKHOCTH WIA HaOmOeHHA OnaroqapA MpMMeHeHMiO HCTOUHHKA 3} 
TlOBCpXHOCTH. Le 


Np ee a. = f 2 2 ~ 


rie Gated 
Pi aye Le? 


DIE HARTREE-FOCKSCHE METHODE IM FALLE 
EINES NICHTORTHOGONALEN EINELEKTRON. 
WELLENFUNKTIONEN-SYSTEMS 


| Von 

| 

| , 

P. SZEPFALUSY 

if 
| PHYSIKALISCHES INSTITUT DER UNIVERSITAT FUR TECHNISCHE WISSENSCHAFTEN, BUDAPEST 


(Vorgelegt von P. Gombas. — Eingegangen: 27. III. 1956) 


Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist zu untersuchen, welchem Gleichungssystem die 
\jbesten« dreidimensionalen Einelektronwellenfunktionen der Methode des »self-consistent 
ield« geniigen und welche Form die Energie des Atoms als Funktional dieser Wellenfunk- 
Jionen annimmt, wenn fiir die Einelektronwellenfunktionen nicht die bekannte Orthogonali- 
)atsbedingung vorgeschrieben wird. 


1. Einleitung 


Die Erérterung eines viele Elektronen enthaltenden Atoms als exaktes 
wvellenmechanisches Mehrteilchenproblem stellt wegen mathematischer Schwie- 
igkeiten eine hoffnungslose Aufgabe dar. Infolgedessen ist man auf Naherungs- 
verfahren angewiesen, von denen die zuerst von D. R. Hartree formulierte 
Methode des »self-consistent field« am besten begriindet ist [1]. Das Wesen 
eser Methode besteht darin, dass jedes einzelne Elektron so betrachtet wird, 


er Methode des »self-consistent field« ist mit dem Namen von V. Fock ver- 
niipft [2]. Fock wies nach, dass die Einelektronwellenfunktionen — wenn 
jaan die beste Naherung fir eine Konfigurationswellenfunktion sucht, die das 
‘Produkt der dreidimensionalen Einelektronwellenfunktionen ist — gerade den 
ARTREEschen Gleichungen geniigen werden. 

Aus dem Pauliprinzip ergibt sich, dass die Konfigurationswellenfunktion 
‘er Elektronen antisymmetrisch zu sein hat. Aus diesem Grunde erhalt man eine 
ere Approximation, wenn man eine antisymmetrische Linearkombination 
s Produktes der dreidimensionalen Einelektronwellenfunktionen bildet. 
Venn man nun annimmt, dass die dreidimensionalen Wellenfunktionen ein 
| Ke onormiertes Funktionensystem bilden, dann befriedigen diese Wellenfunk- 
jionen nach Fock ein Gleichungssystem, das sich yom Harrreeschen Glei- 
hungssystem in dem den Austausch der Elektronen ausdriickenden Glied 
‘terscheidet. Erweitert man die Wechselwirkung zwischen den Elektronen um 
en Austauschoperator, so besitzt die obenerwahnte anschauliche Deutung 
r Gleichungen des »self-consistent field« weiterhin unverdndert Geltung. 


* 
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| 
| 
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Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist nun, die Gleichungen der Methode di 
»self-consistent field« von diesem Gesichtspunkt aus fiir jenen Fall zu unte 


suchen, wo nicht verlangt wird, dass die dreidimensionalen Einelektronwelle! 


funktionen orthogonal zu sein haben. 


2. Die Methode des »self-consistent field« 


Vorerst sollen jene Eigenschaften und Ergebnisse der Methode des »se} 
consistent field« zusammengefasst werden, die im nachstehenden zur unmitt¢ 
baren Anwendung gelangen [3]. 

Wenn man ein n Elektronen enthaltendes Atom mit der Methode di 
»self-consistent field« untersucht, so spaltet man den Zustand des Atoms in Ei 
elektronzustinde, die durch die dreidimensionalen Wellenfunktionen gegeb| 
sind. Bei Atomen mit abgeschlossenen Elektronengruppen stimmt die Z 
der Einelektronzustande mit der Zahl der Elektronen des Atoms iiberein. Il 
nachstehenden soll nur dieser Fall behandelt werden, so dass n dreidimensions 


Wellenfunktionen zu beriicksichtigen sind : 


Y1(q), Yo(q)> +++ > Yn(q)- 


Hier b edeutet q die drei rechtwinkeligen Koordinaten x, y, z und die Spinvaria 

Die Wellenfunktion des Atoms ist aus diesen Einelektronwellenfunktion 
so aufzubauen, dass sie iiber die das Pauliprinzip bedeutende antisymmetrisc| 
Eigenschaft verfiigt. Eine solche entsprechende Wellenfunktion ist die Det: 
minante der Einelektronwellenfunktionen : 


Yr (9) Yy (qn) 


vr (q1) pe Wn (an) 


wo A ein Normierungsfaktor ist, der aus der die Normierheit von ® bedeuten 
Bedingung ‘\ 
J ®* Ddq, dq, ... dqn=1 § 

bestimmt werden kann (die konjugierten komplexen Gréssen werden mit ein 
Stern bezeichnet). Hier ist dg,, dgg...dy, das Volumenelement des Konfi 
rationsraumes, in dem auch die Spinvariable mit inbegriffen ist. Es lasst si 
beweisen, dass dies die einzige mégliche antisymmetrische Linearkombinat 
der Einelektronwellenfunktionen ist. . 
Die Wellenfunktion vom Typ (2) weist einige interessante Bigensel 

auf. Es ist ohne weiteres ersichtlich, dass die Einelektronwellenfunkti 


° 
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jinear unabhangig sein miissen, da sonst die Determinante identisch verschwin- 
flen wirde. So kénnen z. B. zwei Einelektronwellenfunktionen, d. h. zwei Ein- 
Mektronzustinde nicht identisch sein, was der friiheren Formulierung des Pauli- 
prinzips entspricht. 

Die Einelektronwellenfunktionen y, kénnen als Komponenten eines n- 


limensionalen Vektors y angesehen werden : 


y ae (y, Par e+ +o Wn) * (4) 


vis sei C eine nichtsingulare n x n- Matrix, die dem Vektor w einen anderen Vek- 
‘or y zuordnet : 
p=, (5) 
“oder 

au 
Ve= > wCn - (5’) 


rw 


(us dem Umstand, dass € nicht singular ist, folgt, dass die Einelektronwellen- 
funktionen yp; ebenfalls linear unabhingig sind. 

Mit der Transformation (5) erhalt man durch einfaches Rechnen aus (2), 
vass 

vi (qi) Yi (qr) 
D. = A : (6) 
Ya(qa) Pn (a7) 


A® Det (C) = A. 


@s ist also ersichtlich, dass die mit den Einelektronwellenfunktionen pr gebil- 
ete Determinante einen ebensolchen physikalischen Zustand beschreibt, wie 
enn man diese mit den Einelektronwellenfunktionen y, gebildet hatte. Da 
ie Funktionen yp; linear unabhangig sind, kann man immer die Transformations- 
trix C so wahlen, dass die transformierten Einelektronwellenfunktionen 
ein orthonormiertes System bilden (was durch den Index 0 ausgedriickt 


verden soll), d. h. ; 
é | f ve" pl dg = on » (7) 


alo. dq das dreidimensionale Volumenelement ist, den Spin mit inbegriffen. Auf 
rund einer solchen Bedingung gelangt man auf Grund von (3) zu 


Jey ee , (6”) 
n! é 


“scheinlichkeit, dass sich das i-te Elektron i in der Nahe des Punktes q au 
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Der Hamiltonoperator des vollstandigen Atoms wird durch die Gleichuj 


n it ne ne 1 
H=> Hy +=) i) 
“ra 2. Jal kee \ bith | 


definiert. Hier bedeutet t; den Ortsvektor des i-ten Elektrons, e den Absoli| 

wert der Ladung des Elektrons und Hy; den Hamiltonoperator des sich allein - 
Feld des Atomkernes bewegenden i-ten Elektrons 
2 VA 

Hy; =e A; “f- ; r) ( 


m Tj 


wo & die durch 27 dividierte Plancksche Konstante, m die Masse des Ele 

trons, Z die Ordnungszahl des Atoms und r; = |: ist. (Die unteren Indizes 

hangen nicht mit dem Begriff des Orthogonalitat zusammen.) 
Fiir die Energie des Atoms ergibt sich : 


: ae | 
c= | DF HO dy = | (g) Hy w(a)dg + = pn dq’dqg. | 
—= | ] 

; ' | 


Hier driickt 9,,, d7’dq die Wahrscheinlichkeit aus, dass sich irgendein Elekt 
des Atoms in der Nahe des Punktes q und irgendein anderes Elektron des Ato 
in der Nahe des Punktes qg’aufhalt. Die Wahrscheinlichkeit, dass sich das 1 
Elektron in der Nahe des Punktes q und das k-te Elektron in der des Punk 
q’ befindet, wird durch »(q.q') dq'’dq ausgedriickt, wo 
»(q,9’) = J O*(q1, - 609 Vi-19 Vo Vit+1+ + +> q@x—-1, q: Uk+19+ +> qn) 
x @ (41, see Vi-q> Yo Viti: + -9OUk-1> q’> VUk+19++ +9 Qn) 
x dq,. oe dqi-1 dqi+4 eae dqx~1 dgx+4 sine dqn . (- 


Da ® antisymmetrisch ist, so ist y(q,q’) fiir jedes Elektronenpaar i, k gleis 
so dass 


Qa = N(N—1)¥(9,9') = ie ang 
12(9’,9) 9(7’) : 

wo e@ (q) dy die Wahrscheinlichkeit bedeutet, dass sich irgendein Elektron 
der Nahe des Punktes q aufhalt. 0 (q) ist daher die Dichte der n Elektronen 
dem um die Spinvariable erweiterten dreidimensionalen Raum. Die Wa: 


= 0(9)e(q’) —\e(9 9)? . ¢ 


wird durch »(q) dq ig Se wo 
»(q) =f DeGis- oss Tima dist: - +9 Qn) ® (Gi5- + +2 Git Uo Fit 19. +» qn) ; 
x dq, .. : - dqi- -1 dqi+y -- - Un, : t 


Die Funktion y (q) kann als Dichte des i-ten Elektrons Mas Agnes werden, : 
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Ja ® antisymmetrisch ist, so ist sie fiir jedes Elektron gleich. Wendet man 
vies an, so ergibt sich: 


n 


(gq) = nv(q) = S vi*(g) vi(g) = v*(q) vq) - (13) 


I=2 


‘jo (q. q’) ist die Verallgemeinerung von o (q): 


0(9.q') = y* (q)y°(q’), (14) 
0(9.9q') = @ (q), . (14’) 


die man nach Dirac als Dichtematrix zu bezeichnen pflegt. Wesentlich ist, 
dass der Begriff der Dichtematrix an ein orthogonales Einelektronwellenfunk- 
‘tionen-System gebunden ist, da o (q) nur in diesem Falle die Form (13) der 
oEinelektronwellenfunktionen annimmt. 


Die nachste Aufgabe besteht im Suchen jener Einelektronwellenfunktionen 

Wis fiir die der Energieausdruck (9) das absolute Minimum erreicht, wobei die 

§Einschrankung gilt, dass die Einelektronwellenfunktionen yi ein orthonor- 

4miertes Funktionensystem bilden, wie dies durch die Gleichung (7) ausgedriickt 

wird. Hieraus ergibt sich, dass die Einelektronwellenfunktionen das Gleichungs- 
System 


HP? y°(q) = y°(q) E° (15) 
mu befriedigen haben, das die am allgemeinsten bekannte Form der Focxk- 
schen Gleichungen darstellt. H*° ist der Focksche Hamiltonoperator wie folgt : 


H’° — H, + U°+ A°, (16) 

‘two H, der durch die Gleichung (8’) gegebene Operator, U® das Coulombsche 

Potential der dreidimensionalen Dichteverteilung nach der Formel 

ge a dq’ (17) 
7 

; und A° der folgendermassen definierte Austauschoperator ist : 


Atgt(q) = — ot [AEN ae’. (18) 


Jie Grésse E° bezeichnet die Diagonalmatrix der Energieparameter wie folgt : 
Mee | ee 
| ‘ED. |. Saes,(19) 
Pei, EY 


Es sei nun die Dichte des /-ten Einelektronzustandes durch den Ausdruck 


vo = wh (q) v2 (4) | - (20) 
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definiert, deren Summe die Dichte der n Einelektronzustande wie folgt angill 
n 
N°(q) = > v1(q) = y™*(q) ¥ (q) - () 


Laut der Beziehung (13) ist 


N°(q) = @ (4); (| 


was die Méglichkeit bietet, im Falle eines orthogonalen Einelektronwell! 
funktionen-Systems den durch die Gleichung (20) ausgedriickten Dichten ¢ 
Einelektronzustande folgende anschauliche Bedeutung zu geben. Stellt 
sich naimlich die n Elektronen des Atoms in einer solchen Verteilung vor, d 
sich in jedem Einelektronzustand ein Elektron befindet, so kann man die Dic! 
des [-ten Einelektronzustandes als Dichte eines im [/-ten Einelektronzust 
befindlichen Elektrons ansehen, was auch dadurch unterstiitzt wird, dass 


| 


(vf dg=1, ( 


da die Einelektronwellenfunktionen normiert sind. Die Summe der Dichi 
dieser Elektronen gibt dann wirklich laut der Gleichung (22) die Dichte de: 
Elektronen. Es ist zu betonen, dass dies bloss eine anschauliche Deutung 


Dichte der Einelektronzustande ist, da nach der Wellenmechanik die Dichi 
der einzelnen Elektronen des Atoms einander und gemass dem Ausdruck (. 
bzw. (13) dem n-ten Teil der ganzen Dichte gleich sind. ; 

Es seien nun die Verallgemeinerungen der Ausdriicke (20) und (21) ana 
wie bei der Gleichung (14) gedeutet : 


iq, a’) = vi*(q) vi (q’). 


(4, 9’) = Vi(q) 


und 
n 
N%q, 4’) = S'r(q, 4’) = *(q) Yq’) « 
= 
N° (q,q') = N°(q). 
Laut der Gleichung (14) hat die Beziehung 


N° (4,9) =e (4 9) 


r Giiltigkeit. ; | 
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Analog zu den obigen Beispielen kann man auf Grund der Beziehungen 


(15), (16), (17), (18) und (19) das Element 


BE} =| yi*(q) A’°vi(adg = | vi*(q) Hoyi(q)dg + 


te { 22) aardg — (ents q’)*(9-4') dq’dq (26) 
ae J ftv 


| 


oder Matrix E® als die Energie der im /-ten Einelektronzustand befindlichen Elek- 
“tronen betrachten. 

Das erste Glied des Energieausdruckes (26) ist die kinetische Energie des 
Hfraglichen Elektrons und die aus der Wechselwirkung des fraglichen Elektrons 
‘mit dem Atomkern resultierende Energie, wahrend das zweite und dritte 
jEnergieglied die Coulombsche und Austauschwechselwirkung dieses Elektrons 
m it den iibrigen Elektronen zum Ausdruck bringen. Die Summe der Energien der 
4verschiedene Quantenzustande besetzenden einzelnen Elektronen 


2p 
' EY = J p°*(q) HF%y°(q) dg =€ —~ | Cas’ __ dq’ dq (27) 
[=1 Died gh et | 


ist um die Wechselwirkungsenergie grésser als die durch die Gleichung (9) des 
Systems angeschriebene Gesamtenergie ¢, da dieser Energieteil infolge der 
Summierung zweimal beriicksichtigt wurde. 

Auf Grund der Gleichung (15) kann man sich also — wie bereits eingangs 
erwahnt — tatsichlich vorstellen, dass sich die die Einelektronzustande besetzen- 
den Elektronen im Feld des Atomkerns und der tibrigen Elektronen in einem 


stationadaren Zustand befinden. 


Es sei nun untersucht, wie sich die hier angeschriebenen Gleichungen im 


aindern. 


»self-consistent field« im Falle nichtorthogonalisierter 


; Einelektronwellenfunktionen 
7 
a 


Es seien die in der Wellenfunktion (2) vorkommenden nichtorthogonalen 


din elektronwellenfunktionen y;(q) in normierte Form gebracht : 


{ve (q) vi(gaq = 1 - 
i=1,2, or n) 


(28) | 


der Wellenfunktion (2) auf 
abnlich einfachen Ausdruck 


_ Bestimmt man den Normierungsfaktor A 
4) Grund der Beziehung (3), so wird man nicht einen 
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erhalten wie den in der Gleichung (6) angegebenen Wert von A®, sonde 
dieser Ausdruck wird das Integral der verschiedenen Produkte der Einelektra) 
wellenfunktionen enthalten. Schon deshalb wird die Energie des Atoms, weil 
man sie mit Hilfe der Wellenfunktion (2) nach der Gleichung (9) bildet, eit! 
ausserst komplizierte Funktion der nichtorthogonalen Einelektronwellenfum 
tionen sein. Es sei bemerkt, dass die Wechselwirkungsenergie der Elektron} 


unverdndert 
2 > 
e qq’ : 
| | — dqdq 
2) |r—v'| 


betragen wird, wobei nur ¢,,, ein anderer Ausdruck der Einelektronwelle} 
funktionen sein wird, als es im Falle der orthogonalen Einelektronwellenfunktii 
nen war. ) 

Zu den die Wellenfunktionen y,(q) bestimmenden Gleichungen gelanj 
man so, dass man jene Wellenfunktionen 1; (q) sucht, fiir die die Energie d 
Atoms das absolute Minimum ist, wobei ausserdem auch noch die Nebenbedi 
gung zu erfiillen ist, dass die Einelektronwellenfunktionen nach der Gleichur 
(28) normiert zu sein haben. / 

Die Auflésung des so gewonnenen Gleichungssystems stellt wegen di 
Kompliziertheit des Energieausdruckes und infolgedessen des ganzen Gleichung} 
systems eine hoffnungslose Aufgabe dar. Allerdings ist es auch nicht unsé 
hauptsachliches Ziel, fiir die nichtorthogonalen Einelektronwellenfunktiond 
ein Gleichungssystem herzuleiten, das dem Gleichungssystem (15) aquivaler 
ist und dieses zu ersetzen vermag. Es soll hier lediglich untersucht werde 
welchem Gleichungssystem die Einelektronwellenfunktionen pi(q) geniiger 
welches Gleichungssystem die orthogonalen Einelektronwellenfunktionen pels 
und die Einelektronenergien E? enthalten kann, da diese auf Grund des Foc 
schen Gleichungssystems (15) als bekannt angesehen werden kénnen. Dab 
soll auch gezeigt werden, dass es iiber dieses Ziel hinaus in einer gewissen Annah 
rung mdglich sein wird; die orthogonalen Einelektronwellenfunktionen 
und die Kinelektronenergien E) zu eliminieren. 


Zu diesem Zwecke sei die zu (5) inverse Transformation wie folgt gebildet 


v(q) = y(g)e, ; - (29 
oder 
vi(g) = R(q)Che (29 
($5.2) ein) | 
Hier ist C° die Reziproke der Matrix C. Die wens ‘den Matrix €° ist i: 


Sicherheit anzunehmen, da ja vorausgesetzt wurde, dass C nicht singular is 
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Da die Wellenfunktionen y} (q) und y;(q) gleicherweise normiert und die 
‘etzteren orthogonal zueinander sind, gelangt man auf Grund der Gleichung. 
29°) zu der Beziehung 

Ss Gy — iI e 
ee —— ae 2, , n) eth 

Auf Grund der Gleichung (29’) lassen sich die Matrixelemente Cy; 
solgendermassen schreiben : 

Chi = J vi* (9') vi (9) a’ - (31) 
eel ee aia) 12) 

_ ist ersichtlich, dass wenn es eine Wellenfunktion pi(q) gibt, die zu 
iner Wellenfunktion ,(q) orthogonal ist, dann diese Wellenfunktion in der 
Entwicklung von y;(q) nicht vorkommen wird, da das zugeordnete Matrix- 
meeent Ci; Null betragt. Spater, bei der konkreteren Angabe der Wellen- 
funktionen wird zu sehen sein, dass bei einem Teil der Einelektronwellenfunktio- 
hen dies der Fall sein wird. Ausserdem werden auch innerhalb des Wellen- 
“unktionensystems pi(q) orthogonale Elemente. vorhanden sein. Es seien also. 
sinter den Wellenfunktionen y,(q) orthogonale Wellenfunktionen zugelassen: 

and nur gefordert, dass nicht simtliche orthogonal sein diirfen. 
| Es sei nun die Transformation (29) auf das Focxsche Gleichungssystem. 


( 15) -angewandt : 


HY? y(q) = p(qE' (32) 


vo 
} E! = CEC’. (32’) 


‘Die Gleichung (32) hat nicht die gleiche Form wie die Gleichung (15), da der 
d)perator H¥° auch hier durch die orthogonalen Einelektronwellenfunktionen. 


pe ausgedriickt ist. 
Die Elemente der Matrix E‘ lassen sich aus dem Ausdruck (32’) durch. 


nfaches Rechnen ermitteln, wenn man die in der Gleichung (19) geschriebene. . 


m der Matrix E° verwendet : 


Ca ESC, . (33). 


y = 


t 
Eq = 


ll 
pa 


l 


legt man so die Gleichung (32) in Komponenten, so erhalt man : 


H*°y,(q) eS vdqyEn = Evyiq) — = Ci.w8(q) - (E{—E}) = 
kel ; . : 


3 n : 34), 
= B%p(q) — [SEEN vie(a' wil vila’) ay’ Se 
; [=1 


. die Benchuncen (5’), (29’), (31) und (33) benutzt wurden. 
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Es sei nun der folgende lineare Integraloperator definiert : 
ma J > (EXE) yin(g) wila) va’). 
wobei der Kern des Operators folgendermassen lautet : 


(q| 0;| q’) = >? (EI—E}) yi*(q’) vi(q) - 


[=1 


Syn 
15 


Mit Hilfe dieses Operators wird die Gleichung (34) zu : 
(H® + 0) yi(q) = Ef yi(q) - 


(= 1,255.58) ( 

Oder wenn man die Diagonalmatrix x 
. 2: : 7 

0, yea a 
o= pes | | 


definiert, lassen sich die Gleichungen (36) wie. folgt zusammenfassen . 4 


i (BP + 0) y(q) = 9(q)E° . 
Hi Es sei nun die Bedingung untersucht, bei der man in der Cleichung (4 
a anstelle der meds H’® den Operator He _setzen kann. Dieser: Oper: 


v shai Auf Grabd der Bezichungen (16), (7) aia (18) crt 


SES =H+U+A, ae 
cet wo 0H sac jo s durch bai Gleiching ey gegebene Oper 


machen , hae C AP im 
" 2 mer ats ey ‘Ded 


Nw) 
veel pais 
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die Dichte des J-ten Einelektronzustandes ausdriickt. Die Funktion N(q, q’) 
st die Verallgemeinerung von NN(q) laut folgender Beziehung : 


n 


N (q,q') = = ¥(q.9’) = w* (9) Y(q’) » (43) 
| N(q,q) = N(q) » (43’) 
|. (q,9') = vi* (q) ylQ’) 5 (44) 
& »(q.4) = (4) - (44’) 


‘Die naheliegendste Bedingung, um in der Gleichung (36’) anstelle des Operators 
‘HM den Operator H” schreiben zu kénnen, ist 


| HF = HF?, (45) 


Hieraus ergibt sich, wenn man die Ausdriicke der Operatoren H*° und H* 
Jmiteinander vergleicht und die Gleichungen (22) und (22’) in Betracht zieht : 


N(q. 7’) = N° (4. 7’) (45’) 
‘oder in anderer Form: . 
Syigug=> wD) - (45”) 

f=h 1 


Dies ist eine notwendige und geniigende Bedingung, damit die Transformation, 
deren Matrix C bzw. C° ist, unitar sei. Hieraus folgt dann, dass auch die Einelek- 
‘tronwellenfunktionen yp; ein orthonormiertes Funktionensystem bilden, was unse- 
em Ziel und unserer Annahme widerspricht, so dass die Gleichung(45) nicht 
aufrechterhalten werden kann. Hieraus folgt des weiteren, dass jedesmal, 
wenn man auf ein nichtorthogonales Einelektronwellenfunktionen-System 


iibergeht, die Beziehung 
N(q) 4 N%(q) =e (4) (46) 


F 7 t,so dass man IV(q) und innerhalb dessen der Dichte der einzelnen Einelektron- 
‘anden nicht eine so anschauliche Bedeutung geben kann, wie dies bei dem | 
ogonalen Einelektronwellenfunktionen-System im vorigen Abschnitt gesche- 
hen ist. ’ Re 

| Es sei bemerkt, dass das Matrixelement E> — da auf der rechten Seite 
: | der Gleichung (36’) ahnlich wie in der Gleichung (15) ebenfalls die Matrix E° 
‘vorkommt — auch jetzt als die Energie eines im i-ten Quantenzustand befind-. 
hen Elektrons betrachtet werden kann. Man kénnte sogar auch die diagonalen 


7A) 


: 
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Elemente der Matrix E' als Energie der einzelnen Elektronen betrachten, da jj 
wie man sich auf Grund des Ausdrucks (33) durch einfaches Rechnen tb; 


zeugen kann — die folgende Gleichung besteht : 


n s n 
BH Pipe Dis Pe (4 


Diese Gleichung bestatigt, wenn man die Beziehung (27) beriicksichtigt, ¢ 
Richtigkeit unserer obigen Behauptung. So kénnte man 4hnlich wie im Aj 
druck (36) ein Gleichungssystem anschreiben, auf dessen rechter Seite | 
statt Ej stehen wiirde. Die in diesen Gleichungen vorkommenden Operator) 
0; wiirden keine Ausdriicke nach Gleichung (35) sein, sondern sich von dies 
etwas unterscheiden. Da dieses Gleichungssystem vom Gesichtspunkt unse} 
simtlichen spiteren Uberlegungen der Gleichung (36) véllig aquivalent ij 
kann man hier von seiner Anschreibung absehen. | 

Die Tatsache jedoch, dass die Matrixelemente auf der rechten Seite 
Gleichung (36’) als Energie der einzelnen Elektronen angesehen werden, | 
fiir die Vorstellung, dass sich die Elektronen im Feld des Atomkernes u 
die iibrigen Elektronen in einem stationaren Zustand befinden, nicht geniiger 
da hierzu auch noch notwendig ist, dass die Summe der auf diese We} 
berechneten Dichten der einzelnen Elektronen die Elektronendichte des Atox 
ausmacht, was nach der Beziehung (46) nicht erfillt wird. 

Zuriickkommend auf unser urspriingliches Problem soll nun gezell 
werden, dass die Nourtahe 3 (45) nicht eine notwendige Bedingung fiir die Subs} 
tuierung des Operators H”” in der Gleichung (36’) durch den Operator H” i 
Es wird zu sehen sein, dass man in diesem Fall N(q) unter gewissen Umstand 
als aquivalent der Funktion o(q) ansehen kann. 

Um dies einzusehen, sei aus der Gleichung (36’) die Summe der Einelektr 
energien E/ gebildet : 


S B= J y* (q)H™ p(q) dq + ‘ w*(q) Ow (q) dq « 


Es sei noch gefordert, dass 
[eH w(a)aq — | wr) He aay ( 


sei, was auf Grund der Gleichungen (16) und (38) erfiillt wird, wenn’ — 


([—@r@- N™ (q.4') N (4,9) dy'dg= q 
3 j\e—r"| : : 
_—(N@ Ng — Milan) Nig a) : & 

) jr—r| seats 4 
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aus dieser Gleichung lassen sich mit Hilfe der Transformation (29) die Ein- 
ilektronwellenfunktionen y,(q) eliminieren. Die so erhaltene Gleichung bedeutet, 
ila die orthogonalen Einelektronwellenfunktionen als bekannt angesehen wer- 
jen, eine Beziehung zwischen den. Elementen der Matrix C’. 

. Aus dem Vergleich der Gleichungen (48), (49), (27) und (38) ergibt sich 


lie Energie des Atoms zu 


€= f p*(q) Hy (q) dq + Sy*(q) Oy (q) dq + 
4 a (= N(q') — | N(q. 9’) ? agg |, Raa’ 


dq‘dq . (50) 


\ ir—r'| 2) |r—v’| 
“ts sei noch gefordert, dass folgende Beziehung bestehe : 

% 

{ a N N , SS IN: : , \2 : x 

| | (q) (1) ee (909°) | ay'aq—{ Boa’ ga'ag (51) 
| jr —v’| [jr — 17 


lie bei Beriicksichtigung der Gleichungen (11), (22) und (22’) der Beziehung 


N(q) N(q7’) —|Niaog)P? 7, (Mig Nw@)—IN@e0? 4, : 
| 7 aq'dg — | = ee dq’dq (51’) 


‘Weich ist. Diese Gleichung bedeutet ahnlich wie (49’) eine Beziehung zwischen 
# en Elementen der Matrix C’. 
Auf diese Weise erhalt man fiir die Energie des Atoms : 


c= | ¥*(a) Hy v(a)aa+ | v*(a) Ov aaa + 


2 rae ry |2 
€ (2 Cees MCN Olan Apr (52) 
2 ix —v’ | 

Auf Grund dieses Energieausdrucks wird man dann zu dem die Wellen- 
Funktionen »;(q) bestimmenden Gleichungssystem gelangen, wenn man fragt, 


velche die Wellenfunktionen y;(q) sind, fiir die der Energieausdruck (52) das 
bsolute Minimum erreicht, wobei noch die Nebenbedingung zu beriicksichtigen 


4 dass die Einelektronwellenfunktionen y;(q) normiert. sind : 
o(e— Se [vt vag =0. (53) 
i ; ; 


Nach einfachem Rechnen ergibt sich yak 
ae (HP +0) y(q)=YWQE, Gs) 


eye, | | 
| snes : : (55) 
: “En? 


die nach der Beziehung 
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| 
Auf diese Weise wurde tatsachlich eine der Gleichung (36) aquivalente Gleichun| 
gefunden, in der anstelle des Operators H’° der Operator H” steht. Der gan} 
Unterschied besteht darin, dass auf der rechten Seite der Gleichung anstel 
der Matrix E° die Matrix E steht, was vollig unwesentlich ist, da man die eij 
zelnen Elemente der Matrix E ebenfalls als die Energie der im entsprechend¢d 
Quantenzustand befindlichen Elektronen betrachten kann. Auf Grund di 
Gleichung (49) gilt namlich 


n 


SMa Se (5 


Ks sei nun der Operator O naher untersucht. Vergleicht man die Ausdriiell 
(52) und (9) der Energie, so erhalt man bei Beriicksichtigung der Gleichuy 
(51) fiir den hinsichtlich der Wellenfunktion y gebildeten Mittelwert di 
Operators O: 


| 
J w*(q) Ow(a)dq = J v"*(q) Hyy'(g)dq— J w*(q)Hov(gaq. 5 


Da die Wechselwirkung zwischen Spin und Bahn vernachlassigt wurde, kart 
man die Einelektronwellenfunktionen in der Form 


vi = Pi(t) Ams: (2) , (5: 

bzw. 
Yi = Vi (t) Nmsi(0) (54 

(CH Ee ae eae 


schreiben. Hier ist m,; die Spinquantenzahl, o die Spinvariable und msi @ 
normierte Spinfunktion, (Definitionsgemass: ym,;(0) = 60m,;, wo 6 das Kr 
neckersche Symbol ist.) 

Ferner ist es bei der Approximation nach der Methode des »self-consister 
field« iiblich, die Einelektronwellenfunktionen gy nach den spharischen Koord 
naten r, 3, p so zu trennen wie im Falle eines zentralen Feldes. Es ist zwecli 


miassig, diese Separation analog auch fiir die Einelektronwellenfunktionen 
auszufihren : 


pi(t) = Rr) YP, 9) , i 
pi(t) = Ri (r) YP" (8,9) , | (59 
(pes 1: este ae n) 


Yii' (9, 9) 


| ¥i"*(0,9) YL", y) do = 4a aaa 
(do = sin ddbdy) 
(= 1,°2,... 5-0) 


; : 
my WP 5 
custueaat ingen 
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i 
Mormierte, der Nebenquantenzahl 1; und der magnetischen Quantenzahl m; 
‘igeordnete Kugelflachenfunktion ist. 
: bole 0 : : : : 
Die Funktionen Rj(r) bzw. R;(r) sind reelle radiale Wellenfunktionen, 
jir die die Normierungsbedingung folgenderweise lautet : 


| freee )4ar2dr=1, (61) 


| 0 


| R?(r) 4ar2dr =1 . (62) 
0 


faean i ca eae 7?) 


Die Separierung der Einelektronwellenfunktionen nach den Gleichungen 
98), (58’) bzw. (59), (59’) ist fiir die Transformation (29) mit zwei Folgen ver- 
Yunden. Einerseits werden auf der rechten Seite der Beziehung (29’) nur jene 
Wellenfunktionen pr stehen, deren Neben-, magnetische und Spinquantenzahl 
er Neben-, magnetischen und Spinquantenzahl der Wellenfunktion yp; gleich 
tind. Das den iibrigen zugeordnete Matrixelement Cy; ist namlich nach der 
rleichung (31) Null, da die den verschiedenen Neben- oder magnetischen Quanten- 
ahlen zugeordneten Kugelflachenfunktionen und die den verschiedenen Spin- 
uantenzahlen zugeordneten Spinfunktionen orthogonal zueinander sind. Ande- 
Jerseits werden aus demselben Grund auch jene Wellenfunktionen y;, deren 
Meben-, magnetische oder Spinquantenzahlen verschieden sind, orthogonal 
einander sein. Auf diese Verhaltnisse bezog sich die Bemerkung nach der 
| leichung (31). 
Setzt man in die Gleichung (57) den Operator H, laut Ausdruck (8’) e ein, 
erner die Ausdriicke (58), (58’) und (59), (59’) fiir yi +(q) und y,(q), so erhalt 


jr wore ${fero[—2 4, + HEED — =| yt (@) ag — 


cs 


=i aa) at oe what =| (q) aa| (63) 


vo A, den radialen Teil des Laplaceschen Operators bezeichnet. 
Nun wird Pri bzw. p;; durch die Gleichung 


— # Ar yi (q) = Pri (r) ¥i(Q) » | (64) 


— #2 A, pq) = Pri (1) Yi (4) (65) 
G1, 2,2...) ; 
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als der radiale Impuls eines den i-ten Einelektronzustand besetzenden Elektrow 
fiir den Fall eines orthogonalen bzw. nichtorthogonalen Einelektronwelle}j 
funktionen-Systems definiert. (Es ist leicht einzusehen, dass diese Gréss# 


wegen der Separation der Einelektronwellenfunktionen nur Funktionen voni} 

sind.) Natiirlich ist die Vorstellung des Impulses als Funktion des Ortes fiir di 

Wellenmechanik fremd. Aus diesem Grunde sind die Gréssen pr; und p,; 4| 

durch die Gleichungen (64) und (65) formell eingefiihrte Gréssen zu betrachtey 

Die Benennung Impuls erscheint deshalb zweekmassig, da die halbklassischy 

Entsprechungen dieser Gréssen tatsaichlich Impulse sind. 
Es sei noch gefordert, dass die Gleichung 


re 


> |e (q) Feus: ged ae \v (q) dq = 


Ze 


iG 


= => |v (q) Pe pee = pe |v (q) 4q (6 


gelte. Zusammen mit den Einelektronwellenfunktionen pi wird man auf Grant 
der Gleichung (64) auch die Impulse p;; als bekannt ansehen kénnen, so dai 
diese Gleichung — ahnlich wie die Gleichungen (49’) und (51’) — eine Beziehun 
zwischen den Elementen der durch die Gleichung (29) definierten Matrix | 
bedeutet. ; 
Auf Grund der Beziehungen (64), (65) und (66) kann man die Ca 

(63) in folgender Form schreiben: 2] 


jude 


Qn = Susi 


Jove ) Op (q) dq= S [vr ) [Pr Palo] vl da (6: 


Die Wellenfunktionen y; und somit infolge der Gleichung (65) auch di 
Impulse p,; sind nicht eindeutig bestimmt. Die Wellenfunktionen Wi werde 
mit Hilfe der Transformation (29) gewonnen. Unter den Elementen der Matry 
C° dieser Transformation miissen die durch die Gleichungen (30), (49), (all 
und (66) gegebenen Beziehungen erfiillt werden. Diese Beziehungen geben it 
Falle von (1s)®, (2s)?- und (1s)?, (2s)%, (2p)§-Konfigurationen um eine Beziehu 
mehr als die Anzahl der von Null verschiedenen Elemente der Matrix C’. 
diesem Falle lasst sich die Anzahl der Beziehungen so reduzieren, dass ma 
die linken bzw. rechten Seiten der Gleichungen (51’) und (66) addiert und so di 
beiden Beziehungen auf eine einzige Beziehung reduziert. Allerdings wird jet 
die Beziehung (67) nicht befriedigt, und man wird nur sagen kénnen, dass ma 
im Energieausdruck (52) den hinsichtlich gebildeten Mittelwert des Operators 

durch die rechte Seite der Gleichung (67) ersetzen kann. Halt man sich dies 
eens vor Augen, so wird es zu keinem Missverstiindnis fiihren, wen 
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fman auch in diesem Falle die Gleichung (67) als giiltig betrachtet. Bei einer 
théheren Zahl von Elektronen kann man iiber einen Teil der Elemente der Matrix 
C° frei verfiigen. Ausserdem liefern auch die Gleichungen (30), (49), (51’) und 
(66) mehrere mégliche Lisungen. Es ist nun jene Lésung dieser Gleichung zu 
‘jwahlen und die noch unbestimmten Matrixelemente so aufzustellen, dass der 
fhinsichtlich der Wellenfunktion y gebildete Mittelwert des Operators der 
eadialen kinetischen Energie ein Minimum ist : 


2 


¥*(q)4-y(q)dq = Minimum , (68) 


2m 


poder in Komponenten 


gee See ve 
= oa | w¥(q) 4, ¥:i(q)¢q = Minimum. (68’) 
m. 
G= Tt, Dee n) 


Diese Bedingung bedeutet, dass die radialen Anteile der Wellenfunktionen 
4); so bestimmt werden sollen, dass sie einen je glatteren Verlauf aufweisen. 
Setzt man aus der Gleichung (67) den Mittelwert des Operators O in den 
wEnergieausdruck (52) unter den gleichen Bedingungen ein, bei denen die Glei- 
hung (54) gewonnen wurde, so erhalt man: 


ke +—— (pi — Pi) | yi(q) = Ev pig): (69) 
Ga) 


. Es ist nicht unbedingt notwendig, dass die in dieser Gleichung vorkom- 
) meecen Einelektronzustandsenergien E; mit den in der Gleichung (54) stehen- 


Ni ie Gleichungen (54) und (69) dieselbe Bezeichnung erhielten, so dass man von 
“biner unterschiedlichen Bezeichnung absehen kann. . 

“) —- Schreibt man die Gleichung (69) auf Grund der Gleichungen (38), (59) 
6 ind pee) ausfiihrlich an, so gelangt man zu 


oe ee —pi)vi(q) + >— ie D) vq) — 


yiade? 


Yi ORO (q)=E:vi(q)- (69’) 
(=I, 2,..., n) ; 
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In dieser Gleichung eliminieren eigentlich die Glieder 


A Ley 
lear ea ey A, Wi (q) und Pri Yi (q) 
2m 2m 


einander auf Grund der Gleichung (65). Die Durchfiihrung dieser Eliminatig 
ist jedoch aus folgendem Grunde nicht zweckmassig. Dieses Gleichungssyste} 
lasst sich namlich tatsaichlich zur Bestimmung der Einelektronwellenfunktij 
nen wj;(q) benutzen. Wie bereits in einer anderen Arbeit des Verfassers [|| 


I 2 ae eee 
nachgewiesen wurde, kann man pest == i) bei Beriicksichtigung df 
m 


Bedingung (68) in halbklassischer Naherung durch die Kinelektronwelle} 
funktionen y, ausdriicken. [Dies bildet den Grund und die Notwendigkeit d 


1 ] 
Bedingung (68)!] Der so begangene Fehler wird gering sein, da in aa (pr? ] 
m 


— p?;) zwei Energieglieder von gleicher Beschaffenheit vorkommen; bei beid 
Gliedern wird man nun, wenn man auf die halbklassische Naherung tibergebi 
einen Fehler von ungefahr der gleichen Grésse begehen. Da die Differenz dl 
beiden zu bilden ist, wird der begangene Fehler stark vermindert. In dies} 
Naherung darf also die Gleichung (69) als aquivalent der Gleichung (15) betracl 
tet und an ihrer Stelle verwendet werden. 

In den Operatoren U und A in den Ausdriicken (39) bzw. (40) kann ij 
Anbetracht der Form der Einelektronwellenfunktionen (59) die Integratic 
iiber die Spinvariable explizit ausgefiihrt werden, wenn man beriicksichtig} 
dass die Quantenzustiinde — da ja Atome mit abgeschlossenen Elektronerf 
gruppen erértert werden — paarweise mit Elektronen von gegensatzlich 
Spinrichtung besetzt sind : 


uae 20) nie ( 
it—v’ 
und 
2 * , 
Ay; (t, 0) = NMG TY yi (t,0) dv’ , 
2) |r—r’| 


wo dv’ das riumliche Volumenelement ist und i in Analogie zu den -Gleichunge j 


(41) und (43) 
No) = Sot) me) 
N(t, v’) = > pF (t) p(t) 5 
Nitec iNi(r) is 


Die kugelsymmetrische Beschaffenheit von Nr) im Falle von Ato 
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uit abgeschlossenen Elektronengruppen folgt aus der Form (59’) der Wellen- 
dmktionen gi. 


Es ist offenbar, dass ahnlich hierzu die Elektronendichte des Atoms im 
jreidimensionalen Raum auf Grund der Ausdriicke (13) und (22) — da die 
‘Wellenfunktionen y? die Form (58) und (58’) haben — folgendermassen geschrie- 
en werden kann: 


| 0 (r) = > g!*(c) 9? (0) = NO (r) (72) 


q i=1 


jad in Analogie zu den Gleichungen (14), (25) und (22’): 


o(t,0)= Sof ()a(r’) = N(,r/) , (73) 
0 (t,0’) = 9 (r) = NX). (73") 


4. Diskussion 


Es wurde also fiir das Einelektronwellenfunktionen-System (q) das 
eichungssystem (69’) gewonnen und ausserdem zuvor durch dieses Wellen- 
tionensystem auch die Energie des Atoms durch die Gleichungen (52) 
ad (67) ausgedriickt. Untersucht man diesen Energieausdruck, so ergibt sich 
it Riicksicht auf die Gleichungen (49’) und (51’), dass bei der Berechnung 
Tr Wechselwirkungsenergie der Elektronen die Gréssen N(q) bzw. N(q, 4’) 
“thd die Gréssen N°(q) bzw. N°(q, q’) aquivalent sind. Darauf weist iibrigens 
ich der Umstand hin, dass die Operatoren der Wechselwirkungsenergie in 
m Gleichungen (69’) bzw. (36) ahnliche Ausdriicke der Gréssen N(q), N(q. 7’) 
aw. N°(q), N°(q,q') sind. Die letzteren stimmen laut Gleichung (22) bzw. 
§2’) mit ¢(q) bzw. ¢(q, q’) tberein, d. h. mit der Elektronendichte in dem um die 
binvariable erweiterten dreidimensionalen Raum bzw. mit der Dichtematrix. 
ds kann also die iiberaus bedeutende Folgerung gezogen werden, dass bei der 
erechnung der Wechselwirkungsenergie zwischen den Elektronen die Dichte 
Ws Einelektronzustandes N(q) und die Elektronendichte o(q) durch einander | 


‘isetzt werden kénnen : 


n 


e(q)~ N(q) = pa v(q) » (74) 
Yo ¥,(q) laut Gleichung (42) die Dichte des I-ten Einelektronenzust andes bezeich- 
st. Die oben hergeleitete Aquivalenz erméglicht es, den Dichten dieses Ein- 
sktronzustandes die gleiche anschauliche Bedeutung zu verleihen wie bei 
nem orthogonalen Einelektronwellenfunktionen-System. Man kann namlich 
e Funktion »,(q) als die Dichte des den J-ten Quantenzustand besetzenden 
lektrons ansehen und die vollstandige Elektronendichte des Atoms als die 
mim e der Dichten der so verteilten n Elektronen erhalten. Man kann sich auf 
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Grund der Gleichung (66) vorstellen, dass die Dichten des v(q) Einelektra| 
zustandes gleichsam den Mittelwert von v'(q)s naimlich den der Dichten "] 
durch das orthogonale Einelektronwellenfunktionen-System gegebenen Et 
elektronzustandes darstellen. In ahnlicher Weise bildet deren Summe im obig} 
Sinn den Mittelwert der Elektronendichte ¢(q). 


| 


wo | 
v(t) = pi (t) P(t) - ( 

Hier ist ¢(r) bzw. N(r) durch die Gleichung (72) bzw. (70) gegeben. | 
Die Gleichung (69) lisst sich also gemiass den Ausfiihrungen nach G} 
chung (69’) in guter Naherung zur Bestimmung eines Systems der nichtortl 
gonalen Einelektronwellenfunktionen heranziehen, u. zw. in ahnlicher Wei 
wie die Gleichung (15) zur Bestimmung der orthogonalen Einelektronwell 
funktionen benutzt werden kann. Im Sinne der obigen Analogie besitzen fer 
jene anschaulichen Deutungen, die im 2. Abschnitt fiir orthogonale Hinelektr¢ 
wellenfunktionen begriindet wurden, auch im Falle des nichtorthogenaj 
Einelektronwellenfunktionen-Systems y(q) Giiltigkeit. 
Schliesslich sei etwahnt, dass die vorliegende Arbeit die Grundlage eir 
zweiten Arbeit [4] bildet, in der die WE1zsAckEeRsche Inhomogenitatskorr¢ 
tion der statistischen Theorie des Atoms hergeleitet wird. 
Es sei hier Herrn Professor Dr. P. GomsAs fiir seine wertvollen Ratschla 

der beste Dank des Verfassers ausgesprochen. 


——" 
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METOJ CAMOCOrJIACOBAHHOrO NOJIA B COIYUAE CHCTEMBI 
HEOPTOPOHAJIBHbIX BOJIHOBbIX ®YHKUMA ONHOrO IJIEKTPOHA — 
Ml, CEM@AJIYIUM : 


¥ 


* toredle tren le 


Pes1rme 


ABTOp paccMarpuBaer Bompoc, Kako cucTeMe ypaBHeHui yOBMeTBOpAIOT eran 
IIMe) TpexpasmepHible BOHOBbIE dyHKIMM OMHOTO 9NeKTPoHa MeToOa  <self-consist! 
field», M KaKMM BEIpPayKCHMeM STUX BUTHOBDIX PyHKUMi OyqeT sHepruA aToma, e 

NOTpeOOBaTb M3BECTHOFO YCOBHA OPTOFOHANbHOCTH OT BOMHOBBIX YH OLHOFO 9eKT 


DIE INHOMOGENITATSKORREKTION 
DER FERMISCHEN KINETISCHEN ENERGIE 
VON TEILCHEN MIT HALBZAHLIGEM SPIN 


Von 
P. SZEPFALUSY 
 PHYSIKALISCHES INSTITUT DER UNIVERSITAT FUR TECHNISCHE WISSENSCHAFTEN, BUDAPEST 


(Vorgelegt von P. Gombas. — Eingegangen: 29. III. 1956) 


Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist nachzuweisen, dass der Ausdruck der durch die 
SeizsAcxersche Korrektion erweiterten und von GomBAs modifizierten Energie der statisti- 
shen Atomtheorie auf Grund der von HArrreer und Fock eingefiihrten wellenmechanischen 
‘fethode hergeleitet werden kann. 

1. Das TuHomAs-FErmMiIsche statistische Atommodell und die -_HARrTREE- 
focksche wellenmechanische Methode stehen miteinander in einem engen 
Susammenhang, was zuerst von Dirac nachgewiesen wurde [1]. Die THomas- 
ERMI-Diracsche Gleichung des statistischen Atommodells lasst sich naémlich 
us der Fockschen Gleichung der Methode des »self-consistent field« -herleiten, 
Jenn man auf eine halbklassische Naherung iibergeht, d. h. die Tatsache unbe- 
licksichtigt lasst, dass die Koordinaten und die kanonisch konjugierten Impulse 
licht vertauschbar sind. Diese Naherung ist aber nicht imstande, Auskunft 
ber die zuerst von WEiIzSACKER eingefiihrte Inhomogenitatskorrektion [2] 
ex Fermischen kinetischen Nullpunktsenergie des statistischen Atommodells 


1 erteilen. 
Der Verlauf der Elektronendichte approximiert im statistisch behandel- 
wn Atom die mit der wellenmechanischen Methode des »self-consistent field« 
erechnete Dichte besser nach Einbau dieser Korrektion als ohne diese. Bei 
4Jntersuchung der Energiewerte erweist sich jedoch — wie aus einer Arbeit 
on SoKOLow hervorgeht — die WE1zsAckEksche Korrektion in der statistischen 
heorie der Elektronenhiille des Atoms als allzu gross, so dass sich z. B. beim 
b+-Ion eine umrund 20% hohere Energie als der richtige Energiewert ergibt [3]. 
jomsAs zeigte die Ursache dieser Erscheinung auf,indem er den Beweis erbrachte, 
bei der Beriicksichtigung der We1zsAckERschen Korrektion ein Teil der 
metischen Energie zweimal in Rechnung gestellt wird [4]. Um diesen Fehler 
1 korrigieren, modifizierte GompAs den statistisch gewonnenen Energieaus- 
ck des Atoms und erhielt bei einer solchen Berechnung der Energie und des 
teverlaufes der Atome eine sehr gute Ubereinstimmung mit den empiri- 
1 bzw. mit den durch wellenmechanische Berechnungen erhaltenen Werten[5]. 
In einer vorhergehenden Arbeit des Verfassers [6] wurde die wellenmecha- 
ise Harrree-Focksche Methode von dem Gesichtspunkt aus untersucht, 
me velcher Weise sich der Ausdruck der Energie des Atoms und die Fockschen 
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Gleichungen andern, wenn man von einem orthogonalen Einelektronwellenfuit 
tionen-System auf ein nichtorthogonales Einelektronwellenfunktionen-Syst}f 
iibergeht. In der vorliegenden Arbeit soll nun nachgewiesen werden, dass si 
die Inhomogenititskorrektion des statistischen Atommodells bei Verwendu} 
der dort gewonnenen Ergebnisse in der Weise aus den Focxschen Gleichung 
herleiten lisst, dass man halbklassisch deutbare Ausdriicke sucht, ohne 
im vorherigen Sinn genommene halbklassische Naherung tberall anzuw) 
den. Als halbklassisch deutbare Ausdriicke sind jene zu betrachten, | 
Funktionen der Elektronendichte sind, also die Wellenfunktion nur auf dij 
Weise implizite enthalten. Die gewonnenen Ergebnisse bestatigen die obig 
Uberlegungen von Gompis und unterstiitzen sie somit auch von dieser Se} 

2. Im nachstehenden seien die Ergebnisse der Arbeit [6] als bekan 
angesehen, wobei diese Arbeit als I. zitiert werden mége. 

Laut I. Gl. (69’) kann der Hamiltonoperator des im i-ten Ouantenaie 
befindlichen Elektrons wie folgt geschrieben werden : 


A® Arpiqg) , 1 
H; ae re me Pri ?—p?:) a 
2m (q) 2m ( 


2 af ip IS 2 j 
A Ai; +1) = Ze L U°—A®, | 
2m r2 r 


Da in der vorliegenden Arbeit halbklassische analoge Ausdriicke gesucht w 
den, war es zweckmissig, in diesem Hamiltonoperator U° an Stelle von U wu 
A® an Stelle von A zu setzen. [Dies ist auf Grund von I. Gl. (51) offenbar olf 
weiteres miglich.]| Werden U® und A®, diese wohlbekannten Operatoren ' 
Coulombschen und Austauschwechselwirkung zwischen den Elektronen, du: 
orthogonale Einelektronwellenfunktionen ausgedriickt, so erhalt man 
Gln. (17) und (18). in I. ) 

wi(q) ist. die Wellenfunktion des den i-ten Quantenzustand besetzenc 
Elektrons, das folgendermassen separiert wurde : 


Pilg) = 9: (t) Mm; (4) >» | 
pi(t) = Rr) Y7j' (8, @) ( 


wo r, 0, y spharische Koordinaten bezeichnen und wo o die-Spinvariall 
m,; die Spinquantenzahl und YE die der Nebenquantenzahl 1; und | 
magnetischen Quantenzahl m; zugeordnete Kugelflachenfunktion ist. 
Wellenfunktion (2’) unterscheidet sich insofern von der orthogonalisier} 
Wellenfunktion in I. Gl. (58’), als ihr radialer Anteil nicht der Orthogonalita 
bedingung unterworfen ist. Die den vom Winkel abhangigen Anteil beschi 
benden Faktoren sind eine fiir beide Wellenfunktionen tibereinstimmende Kug 
flachenfunktion. ; | 

pri baw. Pri bezeichnet den radialen Impuls des den i-ten oust 
zustand besetzenden Elektrons im Falle einer orthogonalisierten bzw. nicl 


DIE INHOMOGENITATSKORREKTION DER FERMISCHEN KINETISCHEN ENERGIE 295 


irthogonalisierten Einelektronwellenfunktion, die durch I. Gl. (64) bzw. I. Gl. 
(65) definiert ist. (Die oberen Indizes 0 stehen — ebenso wie in I. —stets mit 
‘lem Begriff der Orthogonalitat in Zusammenhang.) 

Die tbrigen Bezeichnungen der Gleichung (1) sind folgende: A ist die 
ylurch 2c dividierte Plancksche Konstante, m die Masse des Elektrons, e die 
alementare Ladung, A, der radiale Anteil des Laplaceschen Operators und Z 
lie Ordnungszahl des Atoms. 

Es sei jetzt untersucht, welche halbklassischen analogen Ausdricke den 
Seinzelnen Gliedern des in Gleichung (1) angeschriebenen Hamiltonoperators 
spntsprechen. 

Der Operator des ersten Gliedes dieses Hamiltonoperators lasst sich auf 


§otund der Separation (2) und (2’) in der Form 


i? A,; (q) Lise i? A, Ri(r) (3) 


EW = — 
2m yilq) 2m R,(r) 


ichreiben. 

Laut der Beziehungen I. (68) und I. (68’) betragt der hinsichtlich der Ein- 
Hlektronwellenfunktionen y; gebildete Mittelwert des Operators der radialen 
4kinetischen Energie ein Minimum. Infolgedessen liegt die Annahme auf der 
and, dass der radiale Anteil Rj der Wellenfunktionen y; eine Funktion ist, die 
‘ceine Nullstelle enthalt. Eine iiberall positive, reelle Funktion kann jedoch als 
ralbe Potenz ihres Quadrats geschrieben werden. Wenn man dies beriicksich- 
ist, lasst sich auf Grund der Gleichungen (2’) und (3) 


a2 A, v(t) * 
2m __ y;/2(t) 


EW = 


“chreiben, wo 


v(t) = p(t) Pit) - 


‘Nach den Ausfiihrungen im 4. Abschnitt von I. kann man y(t) als die 
Dichte eines den i-ten Quantenzustand besetzenden Elektrons betrachten, da 


if = V; : 5 
a N() = Svs) (5) 
m Gesichtspunkt der Berechnung der Wechselwirkungsenergie der Elektronen- 
ate g(r) aquivalent ist (ihren Mittelwert darstellt). 

In der vorliegenden Arbeit soll N(7) als Elektronendichte angesehen und 
fiir die Bezeichnung c(r) benutzt werden. Die halbklassisch berechnete Elektro- 
nendichte ergibt namlich ohnehin den Mittelwert der wellenmechanisch berech- 


_ Hier ist laut der obigen Ausfiihrungen een ot die radiale kinetische Energi 
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neten Elektronendichte, wobei sie natiirlich einen glatteren Verlauf aufweis}| 

Es gilt also: 
n 

o(r) = > vit) . G 


i=1 


Den Elektronen in verschiedenen Quantenzustaénden entsprechen in df} 
halbklassischen Vorstellung — nach der statistischen Theorie des Atoms - 
Elektronen mit verschiedenen Impulsen. Nach dem Pauliprinzip des statist 

3 

schen Atommodells kann sich namlich in einer > grossen Zelle des Phasenra 
mes nur ein einziges Elektron aufhalten. Greift man im Atom ein Volume} 
element dv heraus, in dem das Potential bereits als konstant angesehen werd¢ 
kann, in dem sich aber noch viele Teilchen befinden, so besetzen die Bildpunk 
der sich in diesem Volumenelement befindlichen Teilchen im Impulsraum eil 
Kugel. Unter verschiedenen Quantenzustanden sind hier Punkte mit verschi 
denen Impulsen der Impulskugel zu verstehen. Die radialen Komponenten dies} 
Impulse sind offenbar Analoga der durch die orthogonalen Einelektronwelle} 
funktionen definierten Impulse p;;. Der azimutale Impuls eines Quante# 
zustandes ist sowohl bei dem orthogonalen wie auch bei dem von uns defi 
nierten nichtorthogonalen Wellenfunktionensystem gleich, da gemiss d 
Separation der Einelektronwellenfunktionen der von den Winkelkoordinatd 
abhangige Faktor in den beiden Wellenfunktionensystemen gleich ist. Zwischa 
den zweierlei Einelektronwellenfunktionen zeigt sich der Unterschied in de} 
radialen Teil der Wellenfunktionen, so dass man von zweierlei radialen Impuls 
sprechen kann. (Auf das Analogon des durch die nichtorthogonalen Einelektro 
wellenfunktionen definierten Impulses p,; soll spater zuriickgekommen werden 
Fiihrt man nun in den Ausdruck (4) halbklassische Bezeichnungen ein, so erhiij 
man 

h? . day” (tv, ) 
2m v(t, p) 


Bes 


wo p den Impuls des entsprechenden Quantenzustandes bedeutet. Die: Ei 
fihrung der Begriffe der statistischen Atomtheorie erscheint deshalb ang 
zeigt, damit schon hier die Deutung der statistischen Atomtheorie fir d 
einzelnen Glieder der erhaltenen Hamilton-Funktion gegeben werden konn: 

Das zweite Glied des Hamiltonoperators der Gleichung (1) lautet: 


\ 


3 
¥ 


EN'= 5 (ot — Pri) : 
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‘+s im i-ten Quantenzustand befindlichen Elektrons. Um den Charakter des 


yliedes Pe klairen zu kénnen, tiberlege man folgendes. Infolge des Pauli- 
2m 

jinzips kann man sich den radialen Impuls eines Teilchens aus zwei Teilen 

fisamengesetzt denken. Infolge des Umstandes, dass sich in einer Phasenzelle 


| h3 
(| i . . . . . . 
bm Volumen ~—— nur ein einziges Teilchen aufhalten kann, kénnen sich nicht 


imtliche Teilchen im Quantenzustand mit der tiefsten Energie befinden, son- 
fern die Teilchen werden ausgehend vom tiefsten Energiezustand sukzessive 
| - hd o . . . 

ie Zustande mit héherer Energie besetzen. Es soll nun der maximale radiale 


‘mpuls jener Elektronen, die den gleichen azimutalen Impuls aufweisen wie das 


‘fstande besetzen, mit pz,. bezeichnet werden. Zusammen mit dem i-ten 
ilektron besetzen diese Elektronen bis zu einem radialen Impuls p,,;., die 
hasenzelle mit dem entsprechenden azimutalen Impuls. Die Differenz zwischen 


esen beiden 


Puri+1 — Perri = Po (7) 


t jene radiale Impulsbreite, die vom Elektron im i-ten Quantenzustand besetzt 
ird. Da in dem Volumenelement dv das Potential konstant ist, so ist im Impuls- 
hum keine einzige Richtung ausgezeichnet ; infolgedessen ist die Impulsbreite 
jeder Richtung, so z. B. auch in azimutaler Richtung gleich gross. Uber die 
tmpulsbreite in azimutaler Richtung ist jedoch bekannt, dass 


1 
eel eae (8) 


SS 
h. dass sie an einer gegebenen Stelle eine vom Quantenzustand des Elektrons 
Imabhangige Grésse ist [7]. 3 

In erster Naherung kann angenommen werden, dass der Endpunkt des 
mpulses des im i-ten Quantenzustand befindlichen Elektrons in die Mitte des 


urch py gegebenen Bereiches zu liegen kommt : 
. foe ' 
Pri = Per; Ty Po : ( ) 


4 Der Impuls p,,, kann als die Folge davon aufgefasst werden, dass der 
adiale Anteil der Wellenfunktion des den i-ten Einelektronzustand einnehmen- 
en Elektrons orthogonal zu dem ‘yadialen Teil der Wellenfunktionen jener 
Quantenzustinde mit dem gleichen azimutalen Impuls 


lektronen ist, die tiefere : 
kinetische Energie des den 1-ten 


etzen. Es ist offenbar, dass die radiale 
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Quantenzustand besetzenden Elektrons, wenn man von dieser Orthogonalill 
absieht, im Minimum 


1 02 2 1 “| Opes | | 
om (Pri P Pei BAL 9 Po ( 


bri) roy 


sein wird, wobei man diesen Ausdruck zweckmissig als die radiale kinetisd 
Selbstenergie diese Elektrons bezeichnen kann [8]. Gemass I. Gl. (68’) wurd 
dagegen die nichtorthogonalen Einelektronwellenfunktionen y; gerade so | 
stimmt, dass die radiale kinetische Energie der einzelnen Elektronen ein Mii 


1 | 
mum sei. Das in I. Gl. (65) definierte Glied 3 Pi: ist die radiale kinetisq 
m . 
Selbstenergie des im i-ten Quantenzustand befindlichen Elektrons : 
1 2 1 02 0 iy 20 Cs 
WON cise: age TEE Tek = 1 
See so > 5 Pal | ( 


und infolgedessen wird die Gleichung (6) folgende Form annehmen: 


1 ies? 
EK = 5 — |pti——po| ( 


Der auf den Quantenzustand hinweisende Index kann weggelassen werden, | 
der Quantenzustand bei halbklassischer Betrachtung durch den Impuls# 
bezeichnet wird, dessen radiale Komponente Pr ist : 


1 , 1 2 
Fis Pr 9 Po | ; 
Der radiale Impuls p,,, lisst sich durch die Dichte der tiefere Zustinde < 


den i-ten besetzenden, die gleiche Nebenquantenzahl wie das i-te Elektr 
aufweisenden~Elektronen ausdriicken [9] : 


Er = 


as 


ha 


a ee er 
is 21+ 1 


"oi (t) . | | ( 


Wenn man die Bedingung aufstellt, dass zu den Wellenfunktionen y; 
niedrigerem Index ein Quantenzustand mit tieferer Energie zu gehéren hah 
lasst sich g(t) folgendermassen schreiben : 


0;(t) = S ott) Put) 91; ty » 


Hier wurde der Umstand verwendet, dass man p(t) y(t) als Dichte e 
den -ten Quantenzustand besetzenden Elektrons ansehen kann. Infolgede 
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librgibt sich aus den Beziehungen (6), (9), (11), (13) und (13’) 


: 2 2 | ast teal 2 
| EKr = = . oe) 4 2 * . 
; 2m (Pr Pri 2m(21; + 1)? ; ka a be 


| Setzt man diesen Ausdruck in die I. Gl. (69’) ein, so gelangt man — worauf 
ebehon in I. hingewiesen wurde — tatsichlich zu einem Gleichungssystem, in dem 
die orthogonalen Ejinelektronwellenfunktionen Wk bereits nicht mehr vorkom- 
men, so dass aus diesen Gleichungen die Wellenfunktionen y; nunmehr auch 


vatsachlich bestimmt werden kénnen. 
Es ist zu betonen, dass bei der Anschriebung der Gleichungen (4), (12) 
jind (14) die Bedingung I. Gl. (68’) eine sehr wesentliche Rolle spielte, da sie 
von den méglichen nichtorthogonalen Wellenfunktionensystemen dasjenige 
ussucht, bei dem die radiale kinetische Energie der einzelnen Elektronen ein 
Minimum ist. ; 
Das Energieglied 

2 

ale Vemele AS 


eRe EN? 
: 2m r2 2m Ls 


vist die azimutale kinetische Energie des im i-ten Quantenzustand befindlichen 
(3Elektrons, wo pq; den azimutalen Impuls dieses Elektrons bezeichnet. (Auf 
Grund der vorstehenden Darlegungen ist Pai = Pai) lis ist ersichtlich — worauf 
‘aschon frither hingedeutet wurde —,, dass die azimutalen Impulse der Einelektron- 
zustande mit gleicher Nebenquantenzahl miteinander iibereinstimmen. Da pa 
als die azimutale Komponente des Impulses auch hier auf den Quantenzustand 


yHbinweist, kann der Index i weggelassen werden : 


Be pi. (16) 


Bei Benutzung der Ausdriicke (12) und (16) der kinetischen Energie kann 
en Atommodell gelangen, in dem die Elektronen nach 
ert sind. Falls man eine solche Gruppierung 
kann man folgende Approximation anwenden. 
das an einem gegebenen Ort angenommen 
rurde, das Potential als konstant betrachtet werden kann, werden die Bild- 
punkte der in diesem Volumenelement befindlichen Teilchen im Impulsraum 
eine Kugel besetzen, die in keiner Richtung ausgezeichnet ist. Es kann im 
chschnitt die radiale kinetische Energie der Teilchen der Halfte der azi- 
talen kinetischen Energie gleichgesetzt werden (die azimutale kinetische 


mnergie bedeutet namlich die Summe von zwei kinetischen Energien, die zu 


4man zu einem statistisch 
SMihrer Nebenquantenzahl gruppi 
‘@der Elektronen vermeiden will, 
8Da in einem Volumenelement dv, 
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zwei aufeinander senkrecht stehenden Impulskomponenten gehéren). Infd 
gedessen gestalten sich die Gleichungen (12) und (16) wie folgt : 


il 2 Sia ] 2 
TC eee De - ——— ati 13 
ve |P 9 Po| wre 9 P| ( 
und 
1 Die ai 
Eka ——— s = — 2 P 16 
2m P 3 2m i ( 


wo p den Betrag des Impulses p bezeichnet. Bei der Aufstellung der Gleichun 
(12’) wurde der Umstand benutzt, dass py in jeder Richtung gleich ist, dass alf 


1 
Pr ——Po die radiale Komponente des Impulses ?) — -— Pp ist. 
D P P 2 


Die von dem Kern resultierende potentielle Energie 


Ze 


Er = — 
r 
und die von den Elektronen herriihrende potentielle Energie 
ry poe te alee (1: 
|t—t"| 


lassen sich nach der klassischen Anschauung unmittelbar deuten. Die von de) 
Elektronen herriihrende potentielle Energie erhalt man aus der Form I. Gl. (17 
von U®, wenn man iiber die Spinvariable integriert. 

Dem Operator A° — der die Austauschwechselwirkung zwischen einer) 
Elektron und sdmtlichen Elektronen des Atoms bezeichnet — entspricht i 
halbklassischer Naherung der folgende Ausdruck : 


Fa 2 BaP, Pat Poy | a“ 
h\ p Pu— Pp | 

wo p, den maximalen Impuls der im Volumenelement dv befindlichen Elektrone 

bedeutet [10]. ¢ 4 

So lautet die gesuchte Hamiltonsche Funktion, die der Energie des Elek 


trons mit dem Impuls p gleich ist, auf Grund der Beziehungen (4’), (12’), (16 
(17), (18) und (19) 


SPT Sta SLAMS CAs B83 fe Scag a a Ze 
| 2m v(t, p) | 6m 


o(r’ 2 2__ 2 
fe a ee te + op, . 
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3. Man erhalt die vollstandige Energie des Atoms, wenn man bei Annahme 
von vielen Teilchen die Gleichung (20) tiber die Zahl der Teilchen integriert : 


n 
e=j Hen =cy +e, ee ten + eet a, , (21) 

0 
vo die einzelnen Energieglieder der Reihe nach das Integral iiber die Teilchen- 
‘ahl der einzelnen Glieder des Ausdruckes (20) bedeuten. Die Integration nach 
ter Teilchenzahl lasst sich mit Hilfe der WrEnNrTZEL-KRAMERS-BRILLOUIN- 
Schen (WKB-) Naherungsmethode [11] ausfiihren. Diese Methode fiihrt zu 
acm gleichen Ergebnis, wie wenn man die Integration nach der Teilchenzahl 
‘uf Grund der statistischen Atomtheorie auf eine Integration im Phasenraum 
Juriickfiihrte (diese Tatsache ist eigentlich als eine Begriindung des letzteren 
‘Yerfahrens zu betrachten). Da die einzelnen Glieder des Energieausdrucks (20) 
Sereits nach der statistischen Atomtheorie gedeutet wurden, ist es der Uber- 
Vichtlichkeit halber zweckmissig, die Integration mit deren Hilfe auszufihren. 

Laut der statistischen Atomtheorie [12] ist 


' dn = fdQ (22) 
und 
dQ = a dvd O , (22’) 


yo dO das Volumenelement des Impulsraumes ist. 
Hier ist f die Verteilungsfunktion, die im Falle eines véllig entarteten 


lektronengases (hier soll nur dieser Fall erértert werden) 


f=1, wenn pSP» und f=0, wenn DaPins 


‘edier ist Pu der maximale Impuls der Elektronen in einem Volumenelement dv. 
é Jieser Impuls hangt mit der in diesem Volumenelement herrschenden Dichte 


} olgendermassen zusammen : 


1 3. 1/3. 1/3 5; : 
Pewee [= ke - (23) 


Es seien nun die einzelnen Glieder des Energieausdruckes (21) naher 


. B ersucht. Auf Grund der eer (22) und (22’) ergibt sich 


(rp) 18 


PSP y 


Jm dieses Integral berechnen zu kénnen, 
verschiedenen Quantenzustande substituiert : 


pSp,lr’) 


ey aE (ae | tO ou 


sei v(t, p) durch den Mittelwert der 


j= [de iv [roy 200. ae (25) 


“a 
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Geht man in der Beziehung (5’) von der Summierung iiber die Quantenzustar 
auf die Integration im Impulsraum iiber, so erhalt man : 


o(r) = [ae’{ (0, ») 520 . 


PS?P,(v’) 
Auf diese Weise ist 
5 — 2) 


Setzt man diesen Durchschnittswert in die Gleichung (24) ein, so ergibt sich unt 
Beriicksichtigung des Ausdrucks (23) 


% i 


2 

SW en Bee *(r)4, 9'"(r)dv , I 
2m 3 1 
oder durch partielle ee | 
( [grad ak, ; | 
ey = = a ' 
8m o(r) | 
aI 


Bei der partiellen Integration wurde der Umstand ausgenutzt, dass im 
dieser statistischen Atomtheorie das Glied 


2 do(r) 
dr 


bead. Atomkern und im Unendlichen verschwindet. 


ie atten fee ee (21) lassen cone 


| osen pio fuleets mu dem Polgccien, oe : 


ot ate ae ty, : 
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: a (eS He h2 3 3 \1/8 f2 
Olas, > aba mane 

80 | =z m 640 \ x m 
x : a ! he 34 
5 ns ? x Cee ee : 
64x? m 5" 15360 a m ” ca): 

(21/8 
to 3 BE ‘ e2 
4\x 


_ Bei der radialen kinetischen Energie ist die Integration nur auf jene 


1 
me des Raumes auszudehnen wo Pu = a Po+ DerGrund hierfiir ist, dass im. 


i 


1 
upulsraum nicht von p=0, sondern von p= om Po bis p =p, integriert. 


1 
irde, weil im Falle von p< ap Po der Impuls p — a Po negativ sein wird, 


is keinen Sinn hat. 

Der hier gewonnene Energieausdruck stimmt véllig mit dem von GomBAs. 
altenen Energieausdruck iiberein [14]. Auf Grund unseres Ergebnisses kann 
dso die kinetische Energie des FErmischen Gases nicht als die Summe der 
Wrmischen kinetischen Nullpunktsenergie und der WerzsAckerschen 
homogenitatskorrektion angesprochen werden, da ja auf diese Weise der 
iidiale Anteil der kinetischen Selbstenergie der einzelnen Elektronen zweimal 
Sriicksichtigt wurde. Zum richtigen Ergebnis wird man dann gelangen, wenn. 
an laut der Gleichung (29) den radialen Anteil der Frrmischen kinetischen. 
Gullpunktsenergie subtrahiert. Es sei hier bemerkt, dass bei gleichzeitiger 
. eglassung sowohl der WetzsAckerschen Korrektion als auch der Subtrak- 
a dieser radialen kinetischen Selbstenergie [was dasselbe ist, als wenn man 


i 
is Energieglied (4) in halbklassischer Naherung schriebe 5— — Pris d. h. die 


@tsache nicht beriicksichtigte, dass die Koordinate und ae Sewn konju= 
gerte Impulskomponente nicht vertauschbar sind] der Energieausdruck (21). 
4) den Tuomas-Fermt-Diracschen Energieausdruck iibergeht [15]. 

| ? Die Dichte g(r) ist so zu bestimmen, dass ausser der Nebenbedingung: 


fodv=n (35). 
e durch die Gleichung (21) ausgedriickte Energie ein Minimum zu sein hat = 
V(E-PVine) = 0; (36) 


V, der Lagrangesche Multiplikator ist. 


\} 
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Berechnet man die Elektronendichte aus der so gewonnenen Gleichu} 


5 - ; 
K wird sie sowohl in der Nahe des Kernes als auch in grosser Entfernung VE 


soern die mit der Methode des »self-consistent field« berechnete Dichte <1 


gut annihern. (Sie bleibt am Ort des Kernes endlich und verschwindet export 
tiell im Unendlichen.) Die auf Grund des Ausdrucks (21) der Elektronen ern} 
telte Energie liefert einen Wert, der bei gewissen Korrektionen, die bei kleij 
Elektronenzahlen wesentlich sind, hier aber nicht ausfiihrlich besprochen wer) 
sollen, innerhalb einer Fehlergrenze von 3° der empirisch bzw. wellenmed 
nisch ermittelten Werte liegt [16]. 

4. Es wurde also nachgewiesen, dass sich das_ halbklassische Analoj 
des Hamiltonoperators (1) ansetzen und daraus der halbklassische Ener 
ausdruck des Atoms herleiten lasst. Bei der Aufstellung des halbklassisci 
Analogons war die halbklassische Naherung in dem Sinne, dass man die i 
sache der Unvertauschbarkeit von Koordinaten und kanonisch konjugiex 
Impulskomponenten unberiicksichtigt lasst, nur bei zwei Gliedern notwen} 
Das eine solche Glied ist die um die radiale kinetische Selbstenergie vermind! 
1 
2m 
operator A° entsprechende Energieglied E’. Der beim ersten Glied begang 
Fehler ist klein, da im ersten Glied zwei Energieglieder von ahnlicher Beschaf: 
heit vorkommen, bei denen der beim Ubergang zur halbklassischen Naher 
begangene Fehler ungefahr gleich gross ist. Da die Differenz dieser beil 
Glieder zu bilden ist, ist der Gesamtfehler im Endergebnis recht geringfii 
Die Energie E“ bedeutet in der Energie des Atoms nur eine kleine Korrektii 
so dass der bei seiner Berechnung begangene Fehler die Energie des At« 
kaum beeinflusst. Auf Grund dieser Erklaérungen ist es verstandlich, warum| 
auf diese Weise berechnete Energie und Elektronendichte des Atoms so 
mit den empirisch bzw. wellenmechanisch ermittelten Werten iibereinstim# 
Wie bereits erwahnt stehen die so erhaltenen halbklassischen Gleichungen vi 
mit den von GompAs frither — durch Modifikation der Werr1zsAcKERsc: 
Korrektion — gewonnenen Gleichungen im Einklang. Es war also mit H 
der von der Wellenmechanik benutzten Methode des »self-consistent. fie 
méglich, die Inhomogenitatskorrektion der statistischen Theorie des Ate 
herzuleiten. Da die Begriindung der statistischen Theorie des Atoms mit 


radiale kinetische Energie 


(p)i — Pri) » das andere das dem Austan4 


i 
| 


dieser Theorie [17]. F 


_ Zum Abschluss sei noch darauf hingewiesen, dass die vorliegenden Uk 


Z 


legungen, obwohl sie sich auf die Elektronenhiille des Atoms beziehen, sinnt 


a 


mass auch auf den Atomkern tibertragen werden kénnen. Die Ursache, wai 
sich keine Notwendigkeit dieser Modifikation der kinetischen Energie in 
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itatistischen Theorie des Atomkernes bei Beriicksichtigung der WrIzSACKER- 
‘chen Inhomogenitatskorrektion zeigte, diirfte darin bestehen, dass die Wechsel- 
‘jirkungskrafte zwischen den Nukleonen noch nicht genau bekannt sind, so 
‘ass die Darlegung der statistischen Theorie des Atomkernes nur unter der 
‘nnahme von mehr oder minder willkiirlichen Wechselwirkungstypen méglich 
st. Die in dem Ausdruck dieser Wechselwirkungen vorkommenden Parameter 
“flegt man hierbei so zu wahlen, dass die theoretischen Ergebnisse, z. B. die 
“‘Kernenergien, mit den empirischen Angaben iibereinstimmen. 
Es sei Herrn Professor Dr. P. GomBAds auch an dieser Stelle fiir seine 
Yyertvollen Ratschlage bestens gedankt. 
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GomBAs’s method taking into account the interaction between the atomic core and the 
wency electrons is applied to the solution of the two-electron problem. As is known the method 
Wsentially consists in replacing the postulate that the eigenfunction of the valency electron 
jhould be orthogonal to that of the core electrons by a repulsive potential. Using for the poten- 
al HELLMANN’s semi-empirical expression the electron affinity of alkali atoms and the ioniza- 
Jon energy of the Ca atom have been calculated. The eigenfunction of the two-electron problem 
“is been assumed in a form including the correlation between the electrons, which corresponds 
*) Hy tirraas’s second approximation: the third approximation has been estimated. The 
‘ileulations show that GomsAs’s method can take account of the stability of negative alkali ions. 


I. Introduction 


In metallic and molecular bond problems it is of fundamental importance 


jo take proper account of the interaction between the atomic core and the 
walency electrons. Except for the problem of the simplest molecule, H,, all 
uch problems are encountered with this difficulty. Evidently, it is impossible 
jo take explicitely into account all the core electrons if cores with many elec- 
ons are considered ; this is not necessary though, as it is well known that 
he interaction between the atomic core and the valency electrons can to good 
pproximation be assumed in the form of an effective potential. Thus, for the 
ase of z valency electrons the problem is thought of as a z-electron problem 
nd is solved by solving the Schrédinger equation for z valency electrons in the 
ield of this potential. 

The formulation of the problem, however, is still possible in two ways. 
#n wave-mechanical calculations we have to postulate that the eigenfunction 
the valency electrons should be orthogonal to that of the core electrons. 
, however, renders it very difficult to set up the eigenfunction in analytical 
orm, i. e. to apply the variational method, and thus the calculation of the 
tion involves great difficulties. GomBAs [1] pointed out that the problem 
be solved in a different way: the postulate based on Pauli’s principle that 
2 one-electron eigenfunction of the valency electrons should be orthogonal to 
of the core electrons, can be taken into account in the form of a repulsive 
otential. In this case the eigenfunction of the valency electrons, as was shown 
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by GomsAs, can be written in very simple analytical form and the problem «| 
be solved by variational calculation. The interaction between the valency elit 
tron and the atomic core was assumed by GomsAs in the form 


Use V +_F, 


where V and F denote the electrostatic and the repulsive potential, respec} 
vely. The problem can therefore be solved as if the core electrons did not exij 
Our purpose is now to find the energetically lowest state of the valency ell 
tron in the field of potential (1). 

The explicit form of the modified potential (1) was derived by Gomy 
on the basis of the statistical theory of the atom. For the s-states of the valer 
electrons a very simple semi-empirical analytical form of the potential v 
given by HELLMANN [2]. The purpose of the present paper is to apply 1 
HELLMANN potential to the solution of the two-electron problem. In sectid 
II—IV we shall determine the energy eigenvalue of the ground state | 
negative alkali ions and of the Ca atom. In section V we shall compare 1 
results obtained here with the experimental values and the calculated vali 
of other authors. 


| 


II. Determination of the constants of Hellmann’s potential for the Li ate 


As we have noted above the modified potential was developed by Go 
on the basis of the statistical theory of the atom. He obtained for an atom ed 
_ sisting of an atomic core of many electrons and closed shells and of z vale 
electrons that the repulsive potential acting on the i-th valency electron is gi 


by 
Fy ='— VY (e?* — @;*") , 


where g is the electron density of the whole atomic core and 9; denotes 
electron density of the core electrons, the energy of which is lower than 


lowest possible energy of the selected valency electron; 7%) = = (3a) 


Thus, for the alkali atoms, their negative ions and for the Ca atom in the gro 
state 0, = 0. 


According to HELLMANN’s investigations the analytical form of poke 
tial (1) becomes, if the valency electron is in the s-state 


e—2*r 


U=—— A 


r r 
z 

Here > is the coulomb-like potential of the atomic core. HELLMANN appro 

> 

4 


1 In the present paper atomic units are used everywhere. 
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jated the non-coulomb-like electrostatic potential of the atomic core and 
‘ie repulsive potential by an analytical expression. The constants A and x were 
‘termined by demanding that the lowest calculated s-term of the valency 
Jectron should agree with the experimental value and that the first excited 
iterm and the lowest p-term should approximate the experimental value 
's closely as possible. The constants determined in this way by HELLMANN 
tr the Na, K, Rb, Cs atoms and Mg* and Ca®* ions are listed in Table I, 
where the calculated and experimental values of the lowest and first excited 
“term of the valency electron are also included. 

The calculation is now to be extended to the Liatom. According to HELL- 
“JANN we proceed by assuming the non-normalized eigenfunction of the valency 
‘ectron in the ground state in the form 

(2s) = e~ (4a) 
“nd in the first excited state in the form 


i 
" 


| v(3s) = (IAS rem, (4b) 


there the condition that the eigenfunction of the excited s-state should be 
hogonal to that of the ground state has been satisfied. In determining A 
ind x we must take into account that, as is known from Gomsis’s_ work, the 
Ppulsive potential varies from state to state, according to the various azimuthal 
Huantum numbers of the valency electron. Therefore, in some contrast to 
WELLMANN’s method, we demand that besides the ground s-term the first 
‘ixcited s-term should also agree with experiment. Thus we obtain the modified 
f ential for the s-states of the valency electron. Substituting the eigenfunc- 
tions (4) into the Schrédinger equation the eigenvalues are obtained as func- 


sions of the parameters €, 7; A and #: 


EO) eet Ae ot ee 
Vile fe fade: 
5 Be 
1 " 
es 
Eee tae 
Ae EH) 
ees : Leste |; 
3-21 +5 | 
er er (sb) 
al ud) . ~ 
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In addition to these the following equations must be satisfied : 


SEs) 9 BES eae ( 


OE on 


Co 


Using the experimental values of the eigenvalues E(2s) and E(3s) [3] the pam 
meters €, 7, A and x must be chosen to satisfy the above four equations. Th 
the parameters of the potential and of the eigenfunctions are unigely deté 
mined. The parameter values determined in this manner for the Li atom a 
given in Table I. 

It should be noted that the method used here for the determination of t! 
constants shows that the modified potential also involves the exchange ai 
correlation interaction between the valency electron and the atomic cor 
Obviously, however, the representation of these interactions by a potential e¢ 
only be regarded as a rough approximation. | 


Table I 


} 
Parameters of the HELLMANN potential for the alkali atoms and the the Mg” and Ca* iot 
as well as energies of the lowest and first excited s-state of the valency electron. T 


: : . acer adt ; 
energies are given in eV, x in — units. | 
a 
0 


ve 4 Con | are 
experimental experimental calculated 
| | } | 

Li Taye) ue 429 5,390 2,02 2,02 
Na 1,826 | 0,536 5,140 1,95 1,85 
K 1,989 | 0,449 4,339 1,73 1,63 
Rb 1,640 0,358 4,160 1,68 1,69 
Cs 1,672 0,333 3,890 1,595 1,53 
Mg*~ 4,656 0,844 15,03 6,38 5,75 
Cat 3,653 0,506 11,87 5,40 4,91 


II. Calculation of the ionization energy of negative alkali ions 


and of the Ca atom in first. and second approximation 


We now proceed to determine the eigenvalues mentioned above. Ha 
assumed the interaction between the valency electrons and the core in the fc 
of a HELLMANN potential, the Hamiltonian of the two-electron proble i 


™m 


p 1 ‘ —2xr a — 2ure 
i ices en Sa? : 
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ivhere r, and r, denote the distances of the two electrons from the nucleus; Ty. 
js the distance between the electrons and 4; is the Laplace operator acting 
on the i-th electron. z is defined in connection with equation (3). Thus for 
jnegative ions 2 = l, for the Ca atom z = 2. 

The problem is solved by variational calculation. The Schrédinger energy 


pxpression, the minimum of which is sought for, is 


* (WHY de 
(PRE dr 


(7) 


Here Y means the eigenfunction of the two electrons chosen in suitable form so 
“fas to contain adjustable parameters, which can be determined from the principle 
'>f minimum energy. 

In the first approximation the eigenfunction of the two electrons is assu- 
‘4med as a simple product of the one-electron eigenfunctions 


Y= y(r,)y(r2) =e", (8) 


idwhere the parameter 7 is to be determined from the principle of minimum 


qenergy. A short calculation shows that 


5 2 
Ea By ty ar tay ao (9) 


WThe eigenvalues obtained by minimizing expression (9) are listed in Table IT. 
j2Except for the K” ion the negative ions turn out to be unstable in the first 
(approximation and the decrease of the eigenvalue of the K ion as compared. 
the eigenvalue of the K atom is so slight that this ion can also be regarded as 
instable. Thus, in the first approximation all negative ions are unstable. 

f Thus, the eigenfunction must be extended. According to HYLLERAAS’S 
4method [4], in a manner similar to the one adopted by Gompds [5], we intro- 


‘i duce into the eigenfunction the distance between the electrons. The new eigen- 


function is 
a W, = vlry)ylrs) (1 + eriel =e [1 + oral » (10) 
where the parameters / and c must be determined from the principle of 

ducing c we take into account the fact that the 


imum energy. By intro 
ectrons do not move independently of each other. Forming the Schrodinger 
the new eigenfunction we obtain 


lenergy expression with the aid of 
ppc eee fake aed gs (11) 
el,+cl; + Ig 


a tn 


lt 
Se L, SZASZ 


ive i} Ty2 P (73) P(r2) Hp (ry) p(r2)r12 dv dve, | 
i i re (ry) p(r2) Hy (r,)p(r2)dv,dv, 
Siz J (71) Y(T2) H y(ry) Y(re) rye dv,dvp, 
Ts = J v(ry) v(r2) H y(r,) y(r2)dv,dv9, | (122| 
= i) rh2 y?(r,) y?(r2)dv,dvp, . 
I; = 2/ T12 Y"(ry) Y"(rT2)dv,dvg, 
i= i? y(r,) y?(re)dvjdv» . 


Simple calculation gives the integrals as functions of vs 


4 2 

I, = )— 92 4 2,1875| + 47+ 347] “ J +2 ? | |. 
1 | tH (? y Ea Nee 

15 j Samed Vivi A lia ges Wi oes oe 
pas Sele 2 Sy? + 3,125y3 + 4/4 || | E } 
| ee pa é yu} 2ly+x=)(x+2y)? 
Tym} tet he tot + 2p |; 

eve Paes (12b 

I,=6, 
I, = 4,375 y , 
i= y?. 


8 
The integrals (12b) have been multiplied by —_ . In the course of the calculation 
b 


for the negative ions and the Ca atom the respective values z = 1 and z = 2 
must be substituted. The energy minimum can be found by the variation o 
parameters y and c. The calculations are simplified by the fact that the varia- 
tion with respect to c can be carried out in analytical way, since from the equa- 


tion 


~ 


E . 
=0 we obtain that: 
c 


oe lee i Pay)? Sto I214) (IgIg — InI,) \? 
II, 4 IT, 


(13) 
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Table II 


jnergy eigenvalues and electron affinity values in the first and second approximation. Values 
{f the parameters in the eigenfunction of the second approximation. For the Ca atom € 


jeans the first ionization potential. The energies are expressed in eV, y and c in — units. 
eee ee 
1 Ton E & | E € 

1) Atom 1, approximation) 1, approximation | 2. approximation | 2, approximation Y G 

i Li — 5,242 — 0,148 — 5,821 0,431 0,355 2,065 
a Na ie 5,138 —0,002 | — 5,671 0,531 0,3365 2,01 

A — — 4,347 | +0,008 | — 4,829 | 0,490 0,288 16:4 

4 Rb — 4,100 | — 0,060 — 4,589 0,429 0,280 — 4,66 
9 Cs — 3,843 — 0,047 — 4,314 0,424 0,264 — 2,45 
9 _ Ca — 17,17 + 5,30 — 17,63 5,76 0,452 1,13 


IV. Estimation of the third approximation 


As is well known the exact solution of the two-electron problem was 


Ps = v(71) p(r2) [1 + ¢,T12 + C2 (r2—1,)?] oe (14) 


Gvhere the energy minimum is now to be found by varying 3 parameters. The 
¢nergy eigenvalue obtained by Hy.ieraas with the help of this eigenfunction 
‘losely approximates the experimental energy value. In the following we shall 
jittempt to estimate the change brought about in the energy value by the 
ansition from the second to the third approximation. First of all let us 


‘bonsider the eigenfunction 


Ws, = y(r,) v(rs) [1 + ealrs —11)°] - (15) 


49from eigenfunction (14) we obtain the second approximation if c, = 0, and 
Spigenfunction (15) if ¢, = 0 is substituted. The term c,(r,—r,)* in the ex- 
yression (15) suggests that the probability for the. two electrons to occupy 


dsimultaneously the surfaces of two spheres of radius r, and Tp, respectively, is 


wzreater in the case of eigenfunction YW’, than in the case of eigenfunction VY; 


given in (8). According to HYLLERAAS the electron configuration will then be 


: ee . 2 
‘@of such character that we may speak of an “inner” and an “outer” electron, 


yhich means that the screening parameters 7; and y, for the two electrons 


be different. Thus, eigenfunction (15) is to very good approximation 
sically equivalent to the expression 


W,; ae Pet ei ae iris ; ; (16) 
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Let us now consider the Table below, in which we have summarized, accordin 
to HyLLERAAS, the eigenvalues for the He atom corresponding to the variou 
approximations. The percents are determined in such a way that the differeny 
between the exact energy value and the eigenvalue belonging to the eigex 
function and consisting only of the product of one-electron eigenfunctions | 
taken to be 100 percent. The Table indicates that the decrease in the energi 
eigenvalue is approximately the same when we pass over from eigenfun( 
tion (8) to eigenfunction (15) or (16). At the same time E5—€1 > Eg— Ey, alll 
Eq —€1 > €g—€y 1. e. the transition from eigenfunction (10) to (14) results in, 


much smaller decrease in the energy eigenvalue than the transition frou, 
(8) to (15), which latter is to good approximation equivalent to (16). Thu; 
the effectiveness of the third approximation is roughly estimated by calculatini 


| 


the change brought about in the eigenvalue by passing from (8) to (16). 


Table TI 


Eigenvalues of the electrons of the He atom in the ground state in various approximatio 
and eigenvalue differences showing the effectiveness of each approximation. ¢, denotes tl 
empirical energy value. The energies are given in e*/a) units. (According to HYLLERAAS [4] 


Eigenfunction Energy eigenvalue ee %, 
(8) E, = 2,8476 E,=E}= 0,0559 100 
(10) E, = 2,8912 E,;—E, = 0,0112 20 
(14) E; = 2,9024 E,—E, = 0,0292 52 
(15) E, = 2,8768 E;—E, = 0,0278 50 
(16) E, = 2,8754 | 
E, = 2,9035 


Let us substitute eigenfunction (16) into the Schrédinger energy expres 
sion. By simple calculation we obtain : 


| eon ar vita 128 apes en toads clea ke 12 pai ae 7 
(vi72)3 (vi ty72)® (7172)8 (v1, + Y2)> 
1 1 128.4 ; 
+24 + | i <i 
; V2(71 + 2)? Vi(y2 Sad (yy nee ya [yy + Yo + 2x]? a ( 


as Baa Shas, 2 en pote cart feo : 
Y172(71 + Ys) (Yi + Ye)? (y+ Y2)° 


[ver fT St AREER OYE il 
(v172)° (v1 + ¥2)8 


| The parameters y, andy, are te be determined with the aid of the principle 
+f minimum energy. Calculations have been carried out for the Na and K™ 
ins and the following results have been obtained: the eigenvalue of the 
jNa_ ion is: 

2 

Bia es 0.1022, 


| 
71) 
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i a hae 0,36, 13S 0,12; 
-sthat of the K ion is 
, E(Ke ys 081 618=—= 


ao 


ye 0.298 ba 7 = 0,LL. 


Comparing these with the data in Table II we find that as compa- 
fred to the eigenvalue obtained with the aid of eigenfunction (8) the energy 
didecrease for the Na ion is 0,090eV, and for the K™ ion is 0,055 eV. 
Assuming on the basis of HyLLERAAS’s results that the introduction of the third 
{approximation would modify the eigenvalues to a smaller extent, the signi- 
ficance of the third approximation appears to be negligibly small. 


V. Discussion 


As we have seen, GomBAs’s method essentially consists in the modi- 
OF ication of the potential, which greatly simplifies the HYLLERAAS type treatment 
(3 of the problem. In the following we shall compare the results obtained here with 
2 experiment and with the results of earlier calculations. Calculations are avail- 
Gable for the Ca atom with potential (2) by GompAs [5], and for the negative 
ions Na’ and K in the first approximation by Hartree [6]. Calculations 
on between the electrons have been carried out 


| taking into account the correlati 
ions by GAspAr and 


for the Na” ion by THALeR [7], for the Na and K™ 
 Mounir [8]. The Liv ion has been treated by Wu [9]. | 
\ On the basis of the calculation carried out for the Ca atom in section IIT 
§ the first ionization potential can be formed: [= | E(Ca) | —| E(Ca*) |, where 
E(Ca) and E (Ca‘) are the valency electron eigenvalues of the neutral atom and 
jf the positive ion, respectively. Table II shows that I = 5,76 eV, whereas the 
sxperimental value is [ = 6,11 eV. Thus the difference amounts to Surge 
the case of the eigenvalue of the neutral atom the agreement is still better ; 
the calculated value is 17,63 eV, the experimental one is 17,98 eV, the error 
amounts to 1,9%. These results can be regarded as satisfactory and are in good 
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agreement with GomBAs’s results mentioned above. Similar calculations hav) 
been carried out by HELLMANN for the ground state of the Mg atom. He olf 
tained I = 7,18 eV, the experimental value is 7,64 eV; the difference amouny 
to 6% and the error in the eigenvalue of the neutral atom to 2%. | 

In the case of negative ions the analogue of J is the electron affinity 6| 


the atom. The affinity values obtained in the second approximation are summa 


rized in Table II. Here experimental values are not available, we may, however 
take account of the stability of alkali ions with the aid of a modified potentia} 
On the basis of the results obtained for the Ca and the Mg atom good agreemer| 
with the real value can be expected. In the evaluation of the results the follows 
ing must be taken into account. As is well known, HYLLERAAS carried out ve 
accurate quantum mechanical calculations for the H_ ion. If, in addition ti 
our affinity values for the alkali atoms, the value obtained by Hy LiErs 
for the H atom e(H) = 0,718 eV is also considered, the affinity values form | 
decreasing series from the H to the Cs atom, similarly as do the first ionizay 
tion potentials of the alkaline earth atoms from Be to Ba. This seems to provi 
that the difference between the calculated and real values cannot be significant 
[The anomaly in the affinity value obtained for Li is due to the fact that th 
constants of the potential for Li have been determined in a somewhat othe? 
way than the constants for the other atoms.] As for a comparison with eazlie 
calculations the result obtained for Li by Wu is e(Li) = 0,54 eV, which ii 
in good agreement with the one obtained here. With the value obtained by 
Tater e(Na) = 1,2eV and by GAsphr and MoLnir e(Na) = 0,84 eV, aiid 
e(K) = 0,82 eV the results of the present calculation only agree in the ordex 
of magnitude. In all probability the reason for this is that the above author} 
have. used an eigenfunction of. different type. THALER orthogonalized thy 
eigenfunction of the valency electron to the eigenfunctions of the cor¢ 
electrons, while GAspAR and MOLNAR introduced into the eigenfunction (10) 
SLATER type one-electron eigenfunctions. The problem how the form of the 
eigenfunction influences the calculation with HELLMANN’s potential will be 
investigated at a later date. 
Summarizing, we may state the following : 
1. By introducing the modified potential HyLLERAAS’s method can be 
applied to valency electrons situated outside atomic cores containing man 
electrons in a simple manner, the treatment of which on the assumption of 
a purely electrostatic potential field would involve great mathematical 
difficulties. | 
2. With the aid of HELLMANN’s potential we can take account of thei 
stability of negative alkali ions. The results obtained for the first ionizationt 
potential of the Mg and Ca atoms are in good agreement with experiment. 


My thanks are due to Prof. P. Gompis for reading the manuscript and 
for valuable advice. a 
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PACCUET SJIEKTPOHHOTO CPOJCTBA WIEJIOUHbIX ATOMOB 
HW SHEPrMH HVOHH3ALHH ATOMA Ca 


JI. CAC 
Pesiome 


B padote pasOupaetca paspadoTaHHblii TomOaurem meTos, OTHOCAIMHCA KO B3aHMO- 

elicTBH10 ATOMHOFO OCTaTKa MH BasIeCHTHBIX 9IEKTPOHOB. Kak M3BeCTHO, CyUIHOCTb 9TOrO MeTOa 
OCTOHT B TOM, 4TO YCIOBHE, MO KOTOPOMy cCOOcTBeHHaA yHKUHA BaeHTHOre S1eKTPOHA 
[OMKHA ObITh OPTOFOHANbHO! cOOcTBCHHBIM PyHKUMAM SICKTPOHOB ATOMHOTO OCTATKA, 3aMe- 
IMMO P€IlyJIbCHbIM MOTeCHIMAaJIOM. C MOMOLMIbIO MOJMIMNMPHYeCKOTO BbIpayKenHH nA NOTeHIMasa, 
aHHOrO [ebMaHHOM, AaBTOP MIpOBeM paccyeT AMA BICKTPOHHOTO CpoOAcTBa AaTOMOB Wemey- 
BIX MCTANIOB HM COOCTBEHHOTO 3HaYeHUA OCHOBHOTO cocToAHHA atoma Ca. CoOcTBeHHaA @yHK- 
(MA [ByX9eKTPOHHOH MpoOeMbI SanmMcaHa B YUNTHIBAIOMIeH BIAMMOMCHCTBHE MEXKy IIEKTPO- 
iamMu @opMe, KOTOpaA COOTBETCTBYeT BTOPOMy npv6nmxKenu10 Tusiepacca, TpeTbe »Ke mpH0- 
SawKenue ouenupanocb. PaccyeT noKasbipaeT, YTO MeTOL ToMOala MODKET AaTb OTBET Ha BOTIPOC 
CTAOHbHOCTH OTPHUaTeIbHbIX HOHOB UCIOUHBIX MECTAJIOB. 


‘ 
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DN THE PRODUCTION OF PENETRATING PARTICLES 
| BY NON-IONISING COSMIC RAYS 


By 
G. Boz6x1, E. Fenyves and L. JANossy 
CEN? HAL RESEARCH INSTITUTE FOR PHYSICS, DEPARTMENT FOR COSMIC RAYS, BUDAPEST 


(Received 30. III. 1956) 


New measurements of the penetrating non-ionising component of cosmic rays are reported. 
‘The effect of anticoincidence counters shielding the arrangement from the sides is found to con- 
sist in a decrease of the background only. Experimental results found by Roy and CHAKRAVARTI 


are discussed critically. 


§ 1. Ina recent paper [1] Roy AND CHAKRAVARTI report measurements 
Jon the non-ionising component of cosmic rays with an arrangement somewhat 
similar to that used formerly by JANossy and RocueEsterR [2]. Roy and Chak- 
ravarti arrive, however, at conclusions different from those of the former authors. 
30 as to shed light on the discrepancy we wish to make a few remarks on the 
paper of Roy and Chakravarti and to communicate the results of some recent 
‘measurements on the non-ionising component of cosmic rays carried out in 
our laboratory in Budapest. 

§ 2. Using an anticoincidence arrangement of counters Roy and Chakra- 
arti claim to have found a non-ionising component of much greater intensity 
than that found originally by Janossy and Rochester ; the discrepancy between 
the older measurements and the new ones is further enhanced by the fact that 
Roy and Chakravarti used an absorber of 10 cm Pb to filter the secondaries 
given rise to by the non-ionising rays (absorber S, in Fig. 1 of Roy and Chakra- 
Givarti’s paper) while Janossy and Rochester used only 2,2 cm Pb in the path 

of the secondaries. Thus the latter paper deals with a broader spectrum of 
“primaries and ought to give a higher intensity. 
The discrepancy between the reported results is interpreted by Roy and 
@Chakravarti by assuming that the non-ionising rays give rise frequently to 
‘Ggroups of ionising secondaries flying off at wide angles from the primary. In the 
ase of Janossy and Rochester such secondaries might be expected —- according 
to Roy and Chakravarti — to set off the anticoincidence counters which were 
ed to shield the arrangement from the side and therefore, if such secondaries 
ally exist, the side counters would suppress a considerable portion of the 
ticoincidences which otherwise the non-ionising component might have given 
e to (see Fig. 2 of Janossy and Rochester). Roy and Chakravarti used 


E imple arrangement without side shield. 
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So as to clear up the question we have built an anticoincidence arranij 
ment with side shield. In order to determine the role of the side shield, +) 
discharge of the counters making up the side shield could be recorded separatey 
Thus it became possible to determine directly the effect of particles flying | 
at wide angles from the primaries. | 

§ 3. The arrangement used in our experiments is shown in Fig. 1. | 
recorded coincidences (1, 2, 3) and simultaneously anticoincidences. The ari 


ps / Hy, Hy Z 
Yyjynyyywy9; O 5 10 lcm 
3 4 Sekt hah 


Fig. 1, The experimental arrangement. Anticoincidence counters A, shielding the arrangeme 


from the front and back are not drawn. 


Table I 
y 1, 2, 3, —A, 1, 2, 3, -A,, “A, re) . J 
Absorber time | (J, 2, 3) eae 4 
(cm Pb) (hr) (c./hr total rate total rate total rate 
»/hr) count | (a. ¢,/hr) count; (a.e/hr) count! —(a,.¢./hr} 


2=2,5 S,=5 S,=15 | 225 2,507 +3) 892] 3,96 +0,13) 445 | 1,98 +0,09| 447 | 1,99 +0,¢ 


E=5 « « —/310/ 2,416 +3 | 1232) 3,97 +0,11) 615 | 1,98 +0,08| 617 | 1,99 £0, 
Da 10-4 « | 301 | 2,384 +3 | 1094 | 3,64 +0,11) 521 | 1,73 +0,08| 573 | 1,90 £0, 
mei = 25 « « | 275} 2,149 +3) 888] 3,23 +.0,11) 371 / 1,35 40,07] 517/ 1,88 +0 
~= 2,5 Sy= 0 Sy—= 15 | 192]2,570 +4] 575 | 3,00 40,13) 266 | 1,39 -+.0,09 ) 
r= 5 « «| 135) 2,527 +4) 392] 2,90 0,15] 177] 1,31 +0,10 
F= 10  « — «| 164} 2,432 44} 499} 3,04 0,14! 229 11,40 4.0.09 


= 25 « « 210 | 2,257 +3 | 625 | 2,98 +£0,12) 270 | 1,29 +0,08 
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yoincidence battery was divided into two parts, A, covering the arrangement 
‘rom the top and A, serving as side shield only. 

Some of our observational results are collected in Table I. The errors given 

‘fate always the standard errors, thus in the usual way each rate r and its standard 


error Or is given, obtained as 


er ie Vi (1) 


iwhere n is the total number of coincidences registered during the time f. 
§ 4. The rate of change of anticoincidences (1, 2, 3, — A,), when in- 
preasing the upper shield Y from 2,5 to 25 cm Pb without side shield, was 


‘bbtained as 
| (3,96 + 0,13) — (3,23 + 0,11) = (0,73 + 0,17) a. ¢./hr. 


‘Whe latter rate is thus not very accurately determined on account of the high 
background rate. Putting in the side shield A, we found a decrease corresponding 
to a change of L from 2.5 to 25 em Pb given by 


(1,98 0,09) — (1,35 + 0,07) = (0,63 + 0,12) a. e./hr. 


“The two values agree inside the uncertainty of measurement, the latter having 
“fa somewhat smaller standard error due to the smaller background in the pre- 
sence of the side shield. 

So as to observe the effect of the side shield with high precision, we measu- 
iced also coincidences such that the side shield A, was coupled not to the anti- 
‘coincidence system, but to the coincidence system. We thus counted anticoin- 
sIeidences (1, 2, 3, Ae, —A,), i. e. coincidences (1, 2, 3, Ag) not accompanied by 
ischarge of A,. These anticoincidences are partly spurious, i. e. not caused by 


aisc 
‘the effects of non-ionising primary agents. Roy and Chakravarti’s hypothesis 


the assertion that most of these anticoincidences are real, i. e. caused 
e, the rate of anticoincidences 


amounts to 
y non-ionising agency. If this were indeed the cas 
(1, 2, 3, A,, —A,) would have to decrease strongly with increasing thickness 


F 
the latter anticoincidences show no noti- 


“Sof the absorber L. In fact, however, 


ceable change with increasing absorber 2. 
In Fig. 2 we have plotted the rates of anticoincidences (1, 2, 3, —A,) 


nd (1, 2, 3, —A;, —Ag) as function of the thickness of L. The plots show clearly 
he absorption of the non-ionising primaries in ©; the plots of (1si2s Sates 
_A,) given in Fig. 3 show, however, that the latter type of anticoincidence is 
t affected by ©. We have thus to conclude that ionising secondaries flying 
at large angles from the primary have only a negligible effect on the number 
anticoincidences and such effects do not noticeably affect the measurements 


of the non-ionising component. 


11 Acta Physica VI/2 


See Faced 
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§ 5. It is thus proved by direct measurement that the discrepancy betwe | 
the results of Roy and Chakravarti on the one hand and of Janossy and Rochest} 
on the other is not caused by side particles as the latter have practically no effe 


ve tk 1 ee 


SESS URGE PSE, Ty 


Fig. 2. Anticoincidence rates as function of the thickness of the absorber S. 
The aes lines ei the backgrounds ~ 
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jifferences of counting rates reported are caused largely by normal statistical 
luctuation. 

As an example Roy and Chakravarti found the following rates of anti- 
Joincidences Be 


Table II 
| Arrangement Number of c 
Wy | anticoincidences ounts per hour 
-_— 
-= Beocmebboetc. (lables l. Kh. and! Ghs)e oe cr. | 150 0,312 +0,026 
b_ 13 Pb (0,018) 
ae 10 cm Fe} etc. (Table IV, R. and Ch.) .... | 72 0,250 +.0,029 
| (0,01) 


The standard errors are calculated according to equ. (1), while the numbers 
n brackets are those given by Roy and Chakravarti obtained by an erroneous* 
nethod. The difference of the above counting rates is thus 


(0,312 + 0,026) — (0,250 + 0,029) = (0,062 + 0,039) a. c./hr. 


Thus the effect does not exceed even the twofold standard error, thus the mea- 
urements are not suitable to ascertain that there is an effect at all caused by 
he change of ©. From such a measurement it cannot be established how big 
uch an effect is (if it exists at all). In conclusion we find that the accuracy of 
the measurements of Roy and Chakravarti is too small to give reliable information 


‘bout the non-ionising component of cosmic rays. 


* The authors take as the error of their measured values 
1 = 
ee a 2 (xj x)? 5 x= nj/t , 


here the nj are the counts during periods t. The correct procedure would have been to take 


ani 


Ox? = (Nd? 


It is true that the expectation value of 0*x? is the same as that of dx?. However, if by 


nce for a particular set of measurements 
O*x? < Ox, 


es a better approximation for the average value than is usually 


Joes not mean that this set giv 
expected. On the contrary — if we find that the values scatter around the average noti- 
y less than can be expected for a Poisson distribution — then the possibility must be consi- 


that something is systematically wrong with the measurements. In the four Tables given 
oy and Chakravarti each represents a set of readings which scatter less than is to be expected 
seneral statistical grounds, and it is just this small scatter of the values which casts to some 


: ent doubt on the measurements themselves. 
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BOSHHKHOBEHHE MPOHUKAIOUIMX UYACTHiL MO, BIIMAHHEM | 
HEHOHM3MPYIOWIMX KOCMMYECKMX JIYUEM : 


IT. BO3OKH, 9. PEHbBELI u JI. AHOUILUIM 


x Pesrwme 
OrmcbiBawoTcA HOBbIe H3MeCpCHHA, OTHOCALIMeCA K MpOHNKaIOuleMy HeHHUSHPytOul 
KOMNOHEHTY KOCMu4ecKHX Jryuel. JelicTBNue CYeTYHKOB, BKJIOU€CHHbIX B aHTHCOBTae 
M 9KPaHH3SUpy!OuMX YCTaHOBKy. C OOKOBBIX CTOPOH, COCTOHT TOJIbKO B TOM, 4TO OHH yMeH} 
maT ou. PasdupawrTca IKcepHMeHTasIbHble MaHHble Poa u UakpapapTu c KpuTHyec 
TOUKM 3peHHsA. 3 


ee ste age ae ee mk oe bane" pi 

ee afeyt pe et can tr Moe A y 

Ryle “at a RS Baan a ek ai eee 
ee Oa Se tale SOMES ES pe. + 


UBER DIE WANDERUNG DER MOLEKULE 
IN EINEM GASE, I 


Von 


Cur. CHRISTOV 


UNSTITUT FUR THEORETISCHE PHYSIK DER BULGARISCHEN AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN, SOFIA 


(Vorgelegt von L. Janossy. — Eingegangen 30. III. 1956) 


i 
. Es sei ein Gas gegeben, dessen Molekiile als starrelastische Kugeln betrachtet werden 
o<6nnen. Es sei W(t, r, u, v)drdv die Wahrscheinlichkeit, dass ein Gasmolekiil, das in einem gege- 
Ybenen Augenblick eine gegebene Geschwindigkeit u hat, nach einem gegebenen Zeitintervall 
+ eine Verschiebung zwischen r und r + dr erfihrt und eine Geschwindigkeit zwischen v und 

iy + dv annimnmt. Fiir die Funktion W werden eine Integralgleichung (20), eine Reihenentwick- 


viung (22) und zwei Differentialgleichungen (32) und (34) angegeben. 


Die zufallige Wanderung der in einem Gase oder in einer Flissigkeit 
‘suspendierten Kolloidteilchen — die Brownsche Bewegung — wurde bereits 
4ausfiihrlich untersucht [1, 2, 3, 4]. Es wurde bei diesen Untersuchungen stets 
ivorausgesetzt, dass die Masse des wandernden Teilchens viel grésser sei als die 
Masse der Molekiile, unter deren Stéssen es sich bewegt. Es gibt dagegen wenig 
= Arbeiten, in denen die Wanderung der Gasmolekiile selbst untersucht wird 

cheinlich- 


(4[5.5 - 1063, 6]. In der vorliegenden Arbeit bestimmen wir die Wahrs 


“keit 
dW=W(t,r,u,v)drdv (dr= dxdydz, dv = dvx dvy dv-), (1) 


‘dass ein Gasmolekiil A, das in einem gegebenen Augenblick eine gegebene Ge- 
di schwindigkeit u besitzt, nach einer gegebenen Zeit t eine Verschiebung zwischen 
jr und r + dr erfahrt und eine Geschwindigkeit zwischen v und v+ dv annimmt, 
d. h. die Wahrscheinlichkeit, dass ein sich in einem gegebenen Augenblick in 
deinem bestimmten Punkt des Phasenraumes befindendes Molekiil nach einer 
mtes Elementarvolumen dessclben Raumes gerat. 
Brownsche Bewegung der in einem Gase oder in 
Jloidteilchen wurde von Kramers und CHAN- 


gewissen Zeit in ein bestim 
Die analoge Aufgabe fiir die 
einer Fliissigkeit suspendierten Ko 


ADRASEKHAR gelést [3, 4]. 
Bei der Lésung des Problems werden wir annehmen, dass das Gas sich 


makroskopisch in Ruhe befindet, ferner dass seine absolute Temperatur T 
sowie seine durch die mittlere Anzahl der Molekiile pro Volumeneinheit gemessene 
| Dichte n raumlich und zeitlich konstant bleiben, und schliesslich dass die Mole- 
‘kiile als vollkommen glatte starrelastische Kugeln, zwischen denen nur die 
elastischen Krafte bei den Zusammenstéssen wirken, betrachtet werden kénnen. 
J is sei a der Durchmesser des Molekiils, m — seine Masse und u — die mittlere 


iS 
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quadratische Geschwindigkeit. Nach dem Maxwellschen Geschwindigkeil 
verteilungsgesetz ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein Molekiil eine Geschwind 
keit zwischen u und u + du besitzt, durch 


1 ue 
dV = V(u)du = ———e-idu (du = du, du,du-) 
73!2 ¢3 : 
gegeben, wo 
chee 4) a a= 2h Tim () 


das Quadrat der wahrscheinlichsten Geschwindigkeit der Gasmolekiile darstel 
Nach [6] und [7] lautet die Wahrscheinljchkeit, dass ein mit einer G 
schwindigkeit u sich bewegendes Molekiil A einen Stoss im Zeitintervall 
erleidet und dabei eine Geschwindigkeit zwischen y und v + dy erhilt, w 

folgt 
a*n* Car 


dP = Pat v) didvy = —-— e— "a2 dtdv (w = v — u) . ( 


IU CW 


Die Wahrscheinlichkeit fiir dasselbe Ereignis ohne Riicksicht auf die Cosel 
digkeit nach dem Stoss ist 


dp = pdt = a®cn* F Le dt , (. 
c 


[ro = pre Vag [2 + “|fer*as : 


S$ Jo 


Dabei bedeutet 


n* =n + 


570 
a®n? +e |. 
6 as 


die mittlere Dichte des Gases im Abstand a vom Zentrum ae Molekiils’ 
[7, 8]. 


Die Ubergangswahrscheinlichkeit dW kann in der Form 


= Sav, = = te W’,, (t, r, u, v) drdy ( 
k—0 ko 


dargestellt werden, wo W,drdv die Wahrscheinlichkeit fiir denselben Ubergan 
darstellt, bei der zusitzlichen Bedingung, dass das Molekiil dabei k Stéss: 
erleidet. 

Es sei t) die vom Augenblick t = 0 bis zum Augenblick des ersten Stos 
verflossene Zeit, t, — die Zeit vom ersten bis zum zweiten Stoss, t, — v 
zweiten bis zum a dritten 1 usw., tk — die Zeit vom letzten, k-ten Stoss bis 
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eit t, fiir welchen wir die Wahrscheinlichkeit dW suchen. Es seien vo, V,,.-+» Vx 
die entsprechenden Geschwindigkeiten des Molekiils A. (v, fallt mit uzusam- 
, men). Dann ist es klar, dass die Wahrscheinlichkeit, dass das Molekiil A wahrend 
on Zeit t, mit der Geschwindigkeit v, fliegt und im Zeitintervall dt, einen Stoss 
erleidet, demzufolge eine Geschwindigkeit zwischen y, und vy, + dy, erhalt, 
feodann wihrend der Zeit t, mit der Geschwindigkeit v, fliegt und im Zeitintervall 
‘dt, einen Stoss erleidet, demzufolge eine Geschwindigkeit zwischen v, und v,. + dv, 
df erhalt usw. bis es schliesslich wihrend der Zeit t, mit der Geschwindigkeit v, 
‘liegt, nach der Multiplikationsregel der Wahrscheinlichkeiten durch den 


Ausdruck 


e—PCModto P(¥;V;) dt,dv,e— Pvt» P(v;, Vo) dt, dv, Kove (8) 


X e- PO R—1)*k—1 P(vy—15 Vx) CWP 


} gegeben ist [6]. Bei der Aufstellung dieser Formel wurde, wie tiblich, die An- 
4 nahme gemacht, dass die Wahrscheinlichkeiten pdt und Pdtdy von den Geschwin- 
J digkeiten des Molekiils 4 vor — bzw. vor und nach dem Stoss, nicht aber von 
j der vorangehenden Bewegung von A abhangen, so dass die zusammengesetzte 
) Wahrscheinlichkeit [8] sich als Produkt der elementaren Wahrscheinlichkeiten 
| erweist. Eigentlich bedeutet dies eine Naherung, da die Dichte n* in der Um- 
gebung von A von der vorangehenden Bewegung abhangen kann, wenn auch 
nur sehr schwach bei nicht zu hohen mittleren Dichten n [9]. Das ist die einzige 
vereinfachende Annahme, die wir bei der Liésung der gestellten Aufgabe machen. 
Um dW, zu bekommen, geniigt es (8) tiber f, 4, ---» t& UNG V5) Vese= sone 
zu integrieren, unter den zusatzlichen Bedingungen, dass die gesamte raumliche 
Verschiebung vot) + vit) + +--+ + Valk zwischen r und r + dr, die Endgeschwin- 
digkeit v, zwischen y und v + dv liegt und die gesamte Zeit tf + +...tt 

leich t ist. Es lassen sich diese Einschrankungen des Integrationsgebietes ver- 


meiden, wenn man den Ausdruck (8) mit den Diracschen Funktionen 


6 (Volo ~E Viti + +. VK — r)dr O(vn — v) dv 6 (t t+... +h—?)) 
multipliziert. Also ist 


free on 


to =0 t,=0 t,=0 vi v2 


x P(¥o, V3) P(vy, V2) --- P(ve-1 UK) X tt 0) 


og Ge a i) ee if e—P(v0)io—P(vs ti.» — POR) "ke x 
oy, 


X BlUgty Es ty es Ve te —H)A(ve— VOTH -- th) x 
x dt dt, AS dt}, dv, dv, ome dvr . a) ’ 
n—w~ und + ~ sind, werden wir sie der Kiirze halber 


* Wenn die Integrationsgrenze 
icht bezeichnen. ; 


| 
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Um hier die Integration nach t), t,, ..., t, bei Aufrechterhaltung df 
Symmetrie des Ausdruckes beziiglich v,, vo, ..., Vx, durchzufihren, stellen wi 


die Diracschen Funktionen als Fourierintegrale dar : 


1 . l | 
AG) ceca (ede 5 = pag: |e tae. iif 
(1) =< | edo ©) = aa ( | 
Also ist 


W (t, r, Vo» v) = 1 fear dwdx X< 
(2x) 


hohe ce k 
x] fof fff BPta v0 dmx 
“F h=1 
K 


o=0t;=0 ip—v 


x O(v;, —y) IT e-? (v) + io@+ it.vp)ty dt, . 
h=0 


Ebenso stellen wir die Funktionen W, als Fourierintegrale nach t und r dan 


W, (t, 2, Vo. V) = sor | | Belo H, Vo, V)el@! + *-® dandy . (11 
(227)4 

Die Gegeniiberstellung dieser zwei Ausdriicke ergibt nach Ausfiihrung de} 

Integration iiber t, im ersteren 


ere 
Fi, (, #, Vo,V) = ol: ; -[6(%—v) IT P (Wn—a,¥n) dV .(1 
; P (v9) + iw + ix- Vo h=1p(vp)--iw-+-ix - v;, 


Die Funktion W lasst sich auch als F ourierintegral entwickeln : 


Wt, x, Vo, v) = sar | [Fe 2, Vo» V) ett iXrdedy . (13 
| (207) 
Aus (11), (12)-und (13) erhalten wir fiir diese Fourieramplitude 


1 
x 
P(¥) + iw + ix + vo 


Sf [emo Fender 


i=l p(v,) + iw + in-v, ; 


F (@, x, Vo, V) = 


(14 


vi Vo VE 


Dieser Ausdruck ist von der allgemeinen Form der Lésung einer inhomogene 

linearen Integralgleichung, die man nach dem Iterationsverfahren erhalt. Ersetze 

wir wieder yy durch u, so folgt, dass F genau die Lésung der Gleichung 
(p(u) + iw + ix - u) F (@, x, u, v) = 6 (u— v) + 

edee + § Pu, w) F(a, x, w, v)dw a a (I 

darstellt. 
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Wir werden eine ahnliche Gleichung fiir W selbst aufstellen. Lésen wir 


‘ymerst (13) nach F auf: 


| FIO .#oU, Vv). = ( | W(t, r, u, v) e~'@!—'*-didr . (16) 
| t=0 
“Betzen wir diesen Wert von F in (15) ein, so erhalten wir die folgende Glei- 
hung fiir VW 

d(u — v) 
p(u) + iw + ix-u 


| | i W (t,x, a, v) e—i0'—'** dtdr = 


(17) 


p(w) + iw + in-w 


“tT fod fn »—iot—i...r 
+ | | | abs) W (t,x, w, Vv) dtdrdw . 


‘Es ist nicht schwer, z. B. mit Hilfe des Theorems der Residuen, nachzupriifen, 


i@(t—t) + ix.(r—g) d q 
odx = 
cr Les tio +i-u 


— o-PuNt—1) §(r —9 — u(t — 7)) € (t— 7) 


(18) 


jist, wo 
e(t) =0 bei p<) und E(t) = 1 bei treat 


ist. Nun schreiben wir in der Gleichung (17) + und @ anstatt t und r, multipli- 


¥ zieren sie mit —> 7 e i@t—i*" ond integrieren sodann nach t und o. Mit Riick- 
2a)* 


sicht auf (10) und (18) erhalten wir die gesuchte Gleichung fur W: 
Wire) =e 6(r—ut) 6(u — v) + 

: (19) 
43 { i \P fa, w) oP (r— 9 — ult —1)) W(t, &, wv) dedodw 
so dass man diese 


| Di e pautegration nach o kann Oe eo ausgefiihrt werden, 


W (t,x, u,v) = eo Punt dts —ut)d(u—y) + (20) 


ie 


rat P (a,we PW. (6 Ht, 5 Us We v) dtdw 


i 
s 
: 


oder auch 
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Um W zu finden, miissen wir also die lineare inhomogene Integralgleichw 
(19) oder (20) lésen. Die Existenz und die Eindeutigkeit der Lésung ist na| 
der allgemeinen Theorie dieser Gleichungen gesichert. Der Sinn der Glieder} 
dieser Gleichung ist klar. Das erste Glied auf der rechten Seite entspricht ¢ 
Wahrscheinlichkeit, dass das) Molekiil A die gewunschte Verschiebung | 
Phasenraum erfihrt, ohne dabei irgendeinen Stoss zu erleiden. Der Integra} 
entspricht dagegen der Wahrscheinlichkeit, dass das Molekiil A wahrend G 
Zeit + fliegt, ohne Stésse zu erleiden, dann im Zeitinterval dr einen Stoss erleid! 
demzufolge es eine Geschwindigkeit zwischen w und w + dw erhalt und sodaj 
bis zum Augenblick t den Rest der gewiinschten Verschiebung im Phasenrau 
zuriicklegt. Gleichungen, die eine gewisse Ahnlichkeit mit (20) zeigen, die 4 
aber auf die Ausbreitung der kosmischen Kaskadenschauer beziehen, wurd} 
von L. JANossy gegeben [10]. | 

Nach dem Iterationsverfahren erhalten wir die Lésungen von (15) wl 


(20) in der Form 
6(u — y) mn F P (u, vy) 
plu) +io + insu — (p(u) + iw + m-u)(p(v) + iw + ix- vy) | 
P (u, w) P (w, v)dw (2 
a ay 
hee ia in u)( p(w) + i@-+-ix - w)(p(v) + iw + ix - v) cs 


F (0, x, u, vy) 


W (t,x, u,v) = e Pt 6(r — ut) o(u — v) + 


t 
AE (Us.¥) eo fOr a POS PONCS (yp oe rata v)t)dt + (2 
t=0 


tala 
ciate Aes dt : i ge At w)Plw,v)e PO) PO) OOP drdc a 
tT=VU ¢’= 


Die Geschwindiegkeit w im letzten Integral ist dabei aus der Gleichung 


vt —r + (u— v)t+ (w— vv)’ =0 


zu bestimmen. 3 


Die Glieder von (22) entsprechen den Ubergangswahrscheinlichkeite; 
dW, (7) und die Glieder von (21) sind die entsprechenden F ourieramplitude} 
F',(12). Aus dieser physikalischen Deutung wie auch aus der allgemeinen Theori 
der Integralgleichungen ersieht man, dass diese unendlichen Reihen konver 
gieren. eg S| 

Da wir die Nachwirkung der -vorangehenden Bewegung von A auf pa 
und Pdtdy vernachlassigen, ist es klar, dass W der SMoLucHowskischen Gleichu: 


W (t+ 4¢, ay u, V) — s\w (At, 5, U, u—w) W (t, r—s, u—w, v) dsdw : (2 ; 


q 
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! fiir beliebige t, r, u, v und At geniigt. Es lassen sich bekanntlich diese Integral- 
(gleichungen in Differentialgleichungen umwandeln [4]. Fiir die erste gentgt 
es W(t + 4t,r, u, v) und W(t, r—s, u—w, vy) in Potenzreihen nach 4t bzw. 
i s und w zu entwickeln. Die Gleichung erhalt die Gestalt 


a eo ae Le 
Seer VW eS ed) bes A ant Ais OQ) rita (25) 
f= I! Penden Tite n! aa 


(26) 


pa 
3 
iS 
= 
| 
nn 
4, 
Ss 
2 
- 
f= 
| 
Ss 
Qu 
ic) 
Qu 
= 


i. . . k . 7 . . e . . . 
list. Die Indices r”, u” und t‘ bei W bezeichnen eine m-malige Differentiation nach 
‘r, eine n-malige nach u und eine k-malige nach t. Dar und u vektorielle Argu- 
mente sind, miissen wir die Ableitungen nachr und u als Bildung der entsprechen- 


| 
den Gradienten auffassen. Die Gréssens” w", Amn und Wm n sind Tensoren 
ip, 18h 


m-+ n-ten Ranges und Amp ° Wm im stellt das skalare Produkt von A,,, und 
'W ,, , dar. Entwickeln wir die Gréssen Amn in Potenzreihen nach 4t, und setzen 


wir das Resultat in (25) ein, so miissen die Koeffizienten derselben Potenzen 
J von At auf beiden Seiten der Gleichung gleich sein. Der Vergleich der Koeffzienten 
‘yon At ergibt die gesuchte Gleichung. (Die Gegeniiberstellung der anderen Koef- 
Wfizienten gibt nichts Neues.) Bei Berechnung von A; nach (26) brauchen wir 
also auch nur die nach At linearen Glieder zu beriicksichtigen. Da aber der 
von der Ordnung At" ist, ist es klar, dass wir bei Berechnung 


Hauptwert von W,, 
(22) zu beriicksichtigen brauchen. Also 


von Ajnn nur die ersten zwei Glieder in 


ist : 


Amn — ee sie Aten 


pA Oe A a i) i) gw" e—PV(a—w)*)At 6 (s — (u— w)At) 6 (w)dsdw , 


At 
ray =i u—w)2)(f— 
Ane at ale s™w" P(u, u—w)e P(V(e—¥)2)t—1) dx 


ss 5((u — w) dt — s — wt) dtdsdw . 
Fi 
Die Integration des Ausdruckes fiir 7 bees 


kann unmittelbar durchgefiihrt werden: 


aoe w™ Atme—P\)4t bei a0, 
eet bei te 


zur ersten Ordnung in Bezug auf 


Beschranken wir uns also auf die Glieder bis 
cht. verschwindenden Gréssen Amn 


\t, so ersieht man gleich, dass die einzigen ni 


rine 1—p(uj4t = und 3 eat 


sahgabi sar cSeciie 


\ 
1] 
i] 
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sind. Die Integration nach s im Ausdrucke fiir Aj,, erfolgt leicht : 


At 
AN es ( ( (uAt — w (At — T))™w" X 
“ 7=0 


x P (u, u—w) et P\(u—w)(At—t) drdw , 


Also bis auf die Glieder erster Ordnung haben wir 
((—1)" 4t A, (u) bei m= 0, 


Ana = 
[ 0 bei m>0O, 


A, (u) = § w" P (u, u + w)dw (i 


ist. Setzen wir diese Ausdriicke in (25) ein, so bekommen wir 


Weta Wee Sela) te (2! 


eet ete 


Das ist eine lineare homogene partielle Differentialgleichung fiir W bei unal 
hangigen Verdnderlichen t, r und u. Die Veranderliche v erscheint nur als Par: 
meter. 


Da A,(u) ein Tensor n-ten Ranges ist, der nur von einem Vektorargumer 
u abhangt, lasst er sich in der Form . 
| 
| 


A,(u) = > Ag, n—ax (ts) w2u"-2* 6! (24 


schreiben. Hier ist 6 der Einheitstensor zweiten Ranges und 6* der Einheits 
tensor 2k-ten.Ranges, der die k-te tensorielle Potenz von 6 darstellt. Die Koe 
fizienten A,, sind Skalare (also nicht Tensoren), die nur von der Grésse u d 
Vektors u abhingen. Somit ist das Auffinden der Tensoren A,(u) auf das d 


Skalare dy (k= 1,2, . Sea l= n—2k) zurickgefihrt. Um diese z 


berechnen, nehmen wir seit an, dass die z-Achse mit der Richtung yo 


u zusammenfallt — die Skalare A,,; bleiben dabei ungedndert. Es sei A,.2x 
die«%...% 2%... 2%-te Komponente des Tensors A, (n = 2k + 1), die gemai 
2k I 


(27) durch den Ausdruck 
A,2k,1 (u) = { w* w) P (u, u—w)dw bei u=(0,0,u) (3 


gerehen § ist. Beriicksichtigen wir, dass bei dieser Auswahl des Koordinatensy 
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it Le ; Pyare ; : 
tems die einzige von Null verschiedene Komponente des Tensors u! u', ist, 
‘ind dass ihr Wert wu ist, so erhalten wir aus (29) 


a -(A,2kt — Ax2k 2,12) , (31) 


BS a 
yobei wir unter A,2x+2,1-2 fiir 1<1 einfach Null zu verstehen haben. 
Die Gleichungen (30) und (31) erméglichen die Berechnung der Koeffizienten 


Ani 
Wegen (29) lasst sich die Gleichung (28) in der Form 


W, pai W, = > —— A) wa! 7, AY (32) 


wfzo (2k + 1)! 


| 
«schreiben. Dabei ist V, bzw. A, der Hamiltonsche, bzw. der Laplacesche Dif- 
oferentialoperator in Bezug auf die vektorielle Veranderliche u. Der Operator 
qu ist die [-te tensorielle Potenz von V, und u!- Vi ist das skalare Produkt der 
a u! und y,,. Das Zeichen ’ bei dem Summenzeichen bedeutet, dass das 
Ghed k = 1 = 0 fehlt. 
Die Gleichung (24) kann ahnlicherweise in eine Differentialgleichung 


mgewandelt werden. Setzen wir zu diesem Zwecke erstens 


} 


wr 


W (t,r,u, v) = V(t, , y—u) 


an, so dass die Funktion W (At, 8, YW; v) in (24) sich in der Form 
'V (At, s, Vv —w, Ww) schreiben Jasst. Entwickeln wir dann die Funktion 
W(t, r—s, u, y—w) nach Potenzen von s und die Funktion W(t + At, r, u, vy) 
Jnach Potenzen von /t, so bekommen wir aus (24) 


W (t,x, u,v) + 4t W (t,x, u,v) = 


= > <r] I s” Wm (t,x, U, v—w) V (4t, s, ¥—w, w) dsdw . 
a m=0 m! 
4 Beriicksichtigen wir, dass 


Wm (t,x, u, v—w) V (At, s, v—Ww, W) = 


= < 4 Di w"- [ V (At, s, V; w) Wm (t, r, u, v) |v 


i t, so lasst. sich obige Gleichung in der Form 


Apa mat SS Tye ; 
Sr We VBE nn em), 
. Sense PLL n} 
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umschreiben, wo mit Riicksicht auf (26) 


BAAR Von =| | s"w" V (At, s, v, w) dsdw = 


=| [ener W (At, s, v, v-+ w) dsdw = (—1)" AVAL) es, 


ist. Also bei Wiederholung der Umformungen von (28) erhalten wir endgiilt 


iw = L)" i 
Witv-W,= ee nee Vt: (An(v)W) (3 
é n=l nN. c 
oder ‘ 
ae) l ( 
: W, LW pe Ae -(viv?* 411 (v) W) , 
Bier tare hee AN | 
: wo V, bzw. A, der Hamiltonsche bzw. der Laplacesche Operator in Bezug all 
i Vv ist. : 
f Die Gleichungen (28) und (33), wie auch (32) und (34) sind offensichtlic} 
Fl zueinander konjugiert. Die Funktion W ist also die fundamentale Lésung (dil 
4 


Greensche Funktion) von (33) oder von (34) bei den iiblichen Grenzbedingun; er 

Diese Gleichungen sind der Gleichung von Kramers und CHANDRASEKHAR [3} 

ahnlich. Leider sind sie von unendlicher Ordnung in Bezug auf u bzw. y| ) | 

ferner sind sie viel komplizierter. _ . ~ | 

_ Wir méchten noch die endgiiltigen Ausdriicke fiir A;(u) im Falle w) 
_P(u, v) durch (4) gegeben ist, ableiten. Aus (30) erhalten wir — 


a 


i ee See Lee (w. (u+w))? 
A 2k 1 = - Jett w, —e--—aaa dw. 
Ep ace ie 


- Setzen wir der Kiirze halber 


UBER DIE WANDERUNG DER MOLEKULE IN EINEM GASE, I 335, 


—-— 


fie Integration iiber —- erfolgt unmittelbar : 
| A(u),2k n—2k = (—1)"a®n*e"+! Fe Hl) (35) 
c 


(2k)! k —)"+* pi | { gn tlqn—2ip—(c+57)" dade 


E FAC) = 20 oo a) it (—i)! 
(t = cos Q) 


o=0 r=—1 


t. Fiihren wir wieder eine neue Integrationsveranderliche 9 =o + st ein 
: Boner wir die BEM: der Integrationen nach @ und um, sO bekom- 


F#(s) = 2x 2)! Eye eae ce 
ST ete er fOr Aa CAS 9)) ote) 


t= 


~ o+s 
eal | gtt1 wee oye e “dodo = ee 


o=—S o=0 


TAB. gtt pee mee 


; ae ~ ots 
ae Cet J fe ayer ne Pada = 
ER fimo h} (n= 1—h)! ele . 


net ae Be peeve res p—P(—9nt- y- 


— = 
+ 
le 
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Diese Integrale sind elementar, so dass die Formel (37) tatsaichlich die Beret 
nung der Funktionen F4(s) erméglicht. Fiir die ersteren erhalten wir 


F(s) = F(s) = ae" + x 2+ — fewae, ( 
et: 
—/ u A - sh ted 

Fit) =Ja{ s+ file + ya[a+1—— | (era, 

2 As As? } 

0 
Ss it 
sl 5 1 Lae, 3 1 | a 1 
9 == z ae; ose TU s Ss e “dam 
FAG) Jz [> Ip aa say ee Beniani | | 

0 


apogee Oe at os + Sea edi 


Fi(s) = Va 
als) ale 16s2 oc or. 


Wir sehen also,. dass die zufallige Wanderung der Gasmolekiile eine ¢ 


Brownschen Bewegung physikalisch ahnliche, mathematisch jedoch viel ko: 
pliziertere Erscheinung ist. 
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Pe3wme 


Ilyctb aH ras, MoneKynt KOTOPOrO MOKHO PaccMaTpHBaTb KaK yMpyrue wapHK 
Tlyctb Oynet W (t, r, u, v) dr,dy BeposTHocTh TOrO, 4TO MOeKyNa rasa oOnazawuan 
AaHHbI MOMeHT c aHHOH CKOpPOCTbIO u Tocme NpoTeKaHuA AaHHOrO BpeMeHH t TIPOXOAUT MY’ 
MOKIy ru r+ dr a ee CKOpOCcTS NpHHuMaeT 3HayeHHe MOKIY vu v-+ dv. Jina 


W 2anawtcs MHTerpasmbuoe ypaBHenne (20), pasnorKenne B An (22) u auddepenunan 
ypapnenusa (32) 4 (34), ( oP B pA (22) pepenun 
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MEASUREMENT OF THE COMPLEX DIELECTRIC 
SONSTANT OF LIQUIDS AT MICROWAVES USING THE 
EFFECT OF MULTIPLE REFLEXION 


By 
P. Hepvic, L. NEMETH and G. ScHAy 


(Received 17. XI. 1955) 


The interferometric effect of multiple reflexion between the layers of 
jlielectric media causes a periodic fluctuation of the transmitted power with 
the probelength. The analysis of the problem shows that this effect can be 
sed for measuring the complex dielectric constant of mediumloss liquids. 
| The method of measurement and the computation of the dielectric con- 
‘stant from the experimental data is very simple. 

\ The measuring arrangement was the following: An OSW: 2013-type 
het klystron oscillator sends a 3,3 cm microwave radiation through a verti- 
ally placed rectangular Ho, waveguide cell. The transmitted power is detected 
by a DS35-type germanium crystal diode and the directed current of the crystal 
measured by a galvanometer of sensitivity 2 -10-° A/o. Since the crystal current 
jwas not more than 2: 10’ A, we can take it as a squarelaw detector. 

The end of the system was well matched with an attenuator preventing 
‘the reflexions. A standing wave detector serves as a control for the match. 
Between the klystron and the cell was another attenuator for minimising the 
reflexions between the sonde of the klystron and the upper layer of the liquid 
diclectricum. The waveguide cell was closed with a thin mica window. 

Fig. 1 shows the measured curve for toluene at 22° C. As can be seen, 
he transmitted intensity changes periodically with the length of the layer. 
From the measured intensity ratios A = ,[1, and B = I,/I, (see Fig. 1), we 
can compute the dielectric constant and loss in the following way : 


wenkted me ear 

a= {ae aia nAd } ° 
pee 
za) 


in em, b the broader cross-dimension 
in cm between the observed two 


2 
2 


| 
i 
| 


7 Here A is the free-space wavelength : 
‘of the waveguide cell in cm; 4 d the length 
maxima of the curve. For x we have 
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B—A BEA Boa 
Ban | fy Pemteettlere Pays 8 eS Sees ay 55) Pe Sa 
: | 2 | + 2 2 


with B = I,/I,, A = I,/I, (see the Figure).. 

We made five parallel measurements for toluene at 22° C, 3 and 3,2 . 
wavelength. The results are: ¢ = 2,39 + 0,022, tg6 = 2,000 10° + 0,034 10} 
For a 10% mixture of benzene and ethylalcohol we have tg6 = 8,00 - 10} 


The multiple reflexion interference patterns were still observable. For dielect) 


ee J 


I inorbitrary units 


mn eS “x 


of higher 16a fos = 0,1] the measurement cannot be made in tr 
In that case the neck of ppocole reflexion Beale WSae weak se 
detect, e 
; The ‘anaras of the oat tes error shows that oe the ibis jee 
. the rar nes rail th ine an y low loss: 


BEMERKUNG ZUM NACKEN-KYROPOULOSSCHEN 
KRISTALLZUCHTUNGSVERFAHREN 


Von 
I. TargAN und Gy. TurcHAnyt 
INSTITUT FUR PHYSIK DER MEDIZINISCHEN UNIVERSITAT, BUDAPEST 


(Eingegangen: 24. I. 1956) 


| A. W. Scuusnikow [1] und spater A. NEunAus und G. NitscHmMaAnn [2] 


» befassen sich eingehend mit dem NACKEN-Kyropoutosschen Kristallziichtungs- 
» verfahren und geben eine Erklarung fiir die Ausbildung der verschiedenen 
Wachstumsformen. Ihre Untersuchungen weisen auf die wesentliche Rolle hin, 


die die in der Apparatur herrschende Temperaturverteilung bei der Ausbildung 
| der verschiedenen Wachstumsformen spielt. Wird namlich der Keimkristall 
? stark abgekiihlt, so dass die Schmelzpunktsisotherme entfernt vom wachsenden 
) Kristallin der Schmelze verlauft, so erhalt man eine polyedrische Form, wahrend 
| bei nur schwacher Abkiihlung der Verlauf der Schmelzpunktsisotherme die 
' Form des Kristalls bestimmt und so kugelférmige, zylindrische usw. Kristalle 
entstehen. Nach einer anderen Arbeit von A. W. Scausnrkow und M. P. 
) ScuasskotsKAjA [3] gestaltet sich die stabilste polyedrische Gleichgewichts- 
form dann aus, wenn Schmelzen und Wachstum bei geringfiigigem, langsamem 
} Ansteigen und Abfallen der Temperatur der den Kristall umgebenden Schmelze 
{bzw. Lésung) vor sich gehen. 

Es sei nun hier iiber eine interessante Beobachtung berichtet, die als 
Erganzung zu den obenerwahnten Untersuchungen dienen mag. Bei der Ziich- 
tung von Alkalihalogenidkristallen mit dem Kyropoutos-Verfahren wurde 
die Erfahrung gemacht, dass sich in gewissen Fallen anstatt eines zylindrischen 
Kristalls ein der Orientation des Keimkristalls entsprechender polyedrischer 
Kristall ausbildete. Dies kam in simtlichen Fallen vor, wo sich die Schmelze 
aus irgendeinem Grunde nicht im Ruhezustand befand, sondern sich wellen- 
_ artig um den wachsenden Kristall hin und her bewegte. Die Abb. 1 zeigt eine 
| Aufnahme von einem NaCl-Kristall, bei dessen Ziichtung die Schmelze mit 
| Hilfe eines einfachen Mechanismus zeitweise geschiittelt und dann wieder im 
-Ruhezustand gelassen wurde. In der Abbildung bezeichnet a den Keimkristall, 
| bund d sind zylindrische Teile, die aus der ruhenden Schmelze gewachsen waren, 
wihrend sich der prismenartige Teil ¢ aus der »welligen« Schmelze entwickelt 
hatte. Es handelt sich im gegenwiartigen Fall um ahnliche Verhaltnisse wie in 
den erwahnten Untersuchungen von A. W. SCHUBNIKOW und M. P. Scuass- 
-KouskaJA, als sie die stabilste Gleichgewichtsform des Kristalls ausgestalteten. 
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In der welligen Schmelze wird namlich der Kristall von einer Fliissigkeit mii 
bald héherer, bald niedrigerer Temperatur umspilt, wodurch abwechselnd ein 
Schmelzen und dann wieder ein Wachsen hervorgerufen wird. Gleichzeitig 
stért das Schiitteln die ordnungsgemasse Ausbildung der Isotherme, so dass 
unter solchen Umstanden die zwischen den einzelnen Besetzungspunkten be} 
stehenden Energiedifferenzen und nicht die von der Isotherme umschlossen¢, 
Grundflache die Form des Kristalls bestimmen. 


Abb. 1 


Ahnliche Beobachtungen konnten auch im Zusammenhang mit der Fo 
der unteren Kristallfichen gemacht werden. Solange der Ofen eine hdher 
Temperatur aufwies, besonders bei Ofen mit Bodenheizung, bildete sic 
je nach der Isothermenfliche eine konvexe oder ebene Unterfliche aus. We 
jedoch die Temperatur des Ofens gesenkt wurde und sich die mehrere Milli 
meter dicke Schmelze unterhalb des Kristalls am Schmelzpunkt befand, erga 

sich eine polyedrische Form, deren Flachen eine den Keimkristallflachen parallele: 
Anordnung zeigten. 


LITERATUR BS 


1. A,B. Wy6nukos siehe: B. OD. Kysueuos, Kpnerannpi u xk 
S. 214. Mockpa, 1954, ‘ " paeraini a | 

Be um Mae und G. NirscaMann, Zs. f. Elektrochemie, 56, 483, 1952, 4 
. A.B. Wy Ounkos, M. T. UWlackoncKkas siehe: B. J. Kysuenos 1b 
M KpucTanmsanua, S. 209. Mockpa, 1954. z pide cs 3 


f 


| THE FREQUENCY DEPENDENCE OF THE PERMEA- 
| BILITY OF MAGNETITE BETWEEN 1000 AND 3000 MHz 


i By 

| ; 

| I. Nacy, D. Patuacr and L. PAL 
CENTRAL RESEARCH INSTITUTE OF PHYSICS, BUDAPEST 


(Received 26. XI. 1955) 


The frequency dependence of the complex permeability of magnetite 
powder consisting of grains of sizes under 10 w and mixed with paraffin was 
# investigated between 1000 and 3000 MHz for various concentrations of mag- 
_netite [1]. It is well known [2] that the wave impedance and propagation 
: constant of a coaxial transmission line filled with a medium of permeability 

i = f,— jl, and dielectric constant ¢ = e, — je, may be expressed in terms 
of the above constants as 


z=|/# and ——y = jue , 
E Ao 


where A, denotes the wave length in vacuum. It is thus evident that determi- 
nation of ¢ and w can be reduced to the measurement of the quantities Z and y. 
These can be determined from the input impedance of the filled coaxial line for 
short circuited and open circuited conditions [3]. To this end, a standing wave 
meter with plan parallel outer conductor (FMV, type TX 13) was used, mainly 
4 because its reflexion and equivalent gap are much smaller than in the conventio- 
nal slotted coaxial line [4]. This wave meter was coupled at one end to the 
signal generator across an attenuator of 12 decibels, at the other end to a variable 
short circuit following a double tuner and the wave guide containing the sample. 
As an indicator a light spot galvanometer (KFKI, type U/F TPA) of 50 Ohm 
resistance and 0,3 microamperes total deviation was used. In order to obtain 
reproducible results, the wave meter and the coaxial wave guide for accomodation 
_ of the sample (without the sample itself) were carefully matched for each wave 
@ length. (In this way the intrinsic standing wave ratio of the wave meter was 
% reduced below 1,05.) The quality of the variable short circuit and the charac- 
4 teristics of the crystal diode were likewise carefully checked. 

2 ae The specimens to be examined were prepared from a mixture of paraffin 
bg nd magnetite powder of grain sizes under 10 in accurately determined pro- 
portions. The magnetite powder was added to the molten paraffin and stirred 
to incipient solidification, whereby the magnetite grains were practically prevent- 


accuracy of the results on the length of the specimen employed, the literatt 
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| 
i 


ed from sedimentation. Although in this manner the homogeneity of the mij 
ture appeared to be secured, it was nonetheless carefully controlled. For tl 
measurement itself, it is an essential condition that within the desired leng} 
the material should completely and uniformly fill the coaxial wave guide ar) 
that its base be precisely at right angles to the coaxial wave guide axis. TI 
samples were stamped to exact dimensions at 40 to 50° C. 


ew Se ERT Le ae 


Fig. 1. Determination of the permeability of magnetite according to LICHTENECKER’s formul 


Lea MEF BN IRRE SU 7 EY 


Fig. 2. Determination of the loss angle of magnetite according to LiIcHTENECKER’s form 


(Theory gives 6, = vd) instead of tg 6, = v tg 6), but for small values of 6, the lat 
expression, according to Brrxs [3] can be used.) 


_ 


For the evaluation of the measured data, the dielectric constant and lo 
angle of paraffin is neaded. Our own measurements gave 2,18 for the form 
and less than 10-4 for the tangent of the loss angle. ? 

Although there are some references to the marked dependence of t 


fails to furnish reassuring guidance for the selection of the most favourab' 
conditions. Even in one of the easiest cases, the determination of the dielectrt 
constant of paraffin, the use of samples of various lengths leads to a mar e 
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Jiserepancy in the results. One of the reasons for this discrepancy is that the 
ength of the sample and the shift of minimum caused by the sample together 
sive a value which corresponds to a value on the steep part of the tangent 
jurve. Therefore, even the smallest inaccuracy in the determination of the 
‘ample length or of the minimum shift is likely to cause a serious error. Another 
season might be that the base of the sample is not perpendicular to the wave 
‘ide axis. The unevenness of the base surface may likewise be responsible for 
irrors. We have, therefore, worked out a method which permits an easy deter- 


10 13 20 25 IO 


Fig. 3. The dependence of the permeability of magnetite on wavelength 


jnination of the most favourable sample length. With this method, the errer 
of our measurements of and ¢ was not more than 3%. . 

Our measurements were performed with samples of varying concentrations 
t wave lengths 10,58; 17,92; 20,82; 22,36 and 28,50 cm. Fig. 1 shows 
the absolute value of the permeability of magnetite as a function of the volume 
boncentration. The permeability of pure magnetite was calculated by extra- 
polating the value of | | tov = 1. Fig. 2 shows tg 6, as a function of the volume 
soncentration. Both diagrams indicate that the linear dependence on concen- 
tion, as postulated by LICHTENECKER [6], is satisfied. With increasing 
gnetite concentration the grains can be regarded as less and less indepen- 
of one another, wherefore it is probable that our extrapolation until v = 1 
not valid. Fig. 3 shows the real and imaginary part of the per meability plotted 
inst the wave length. The real part (u,) shows a marked drop between 20 
10 cm, and at 10 cm is only slightly above unity. The imaginary part ((“). 
ws a maximum around 25 cm. On the strength of the curves in Fig. 3, one 
might feel inclined to explain the decrease in permeability by a purely relaxative 
nechanism (e. g., shifts of domain walls, etc.), yet the wave length dependence 


( 


; 
| q 
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of “4, and , in the presence of a constant magnetic field seems to indicate 1 
the most important role is played by rotation processes. Our results agree 
with previous determinations [3]. 
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1 POSSIBLE CORRECTION OF THE SEMI-EMPIRICAL 
\ MASS FORMULA 


By 


G. SZAMOSI and M. A. ZIEGLER 
CENTRAL RESEARCH INSTITUTE FOR PHYSICS, BUDAPEST 
(Received 17. IV. 1956) 


As is well known the semi-empirical formula of the binding energy of a 
ucleus [1] is very suitable for the theoretical investigation of numerous nuc- 
‘ar properties. This fact suggests that the formula — although the exact theo- 
tical determination of the constants contained in it is still lacking — fits the 
‘pirical data, i.e. the total binding energy of the nucleus is indeed represented 
y the terms of the formula, the ratio of the individual terms being im accor- 
ance with experience. 
The nuclear energy is biven by 


2 72 
E=—a,A +a, A??? + a, - ~ 


> a; aie Ld, (1) 


there n = A—2Z, 6 stands for the pairing energy and the a’s are adjustable 
#onstants. 

| One possible set of the constants was proposed by Fermr in 1950 [2]. 
. was evaluated by using the energy differences of mirror nuclides for which 
e get from (1): 

AE. =a, A2i* . (2) 


rithin a sphere of radius Rp. 
However, recent studies of the electron scattering and of mesonic atoms 
dicate a Coulomb radius constant of 1,2 - 10-18 cm. The value of a; corres- 
nd ing to this result is 0,7 MeV, which is much greater than the older value 
thus, of course, does not fit the experimental data of mirror nuclides. 
change of the Coulomb energy naturally involves a change in the numerical 
es of the other constants too. The results pertaining here are summed up 
the book of A. S. GREEN [3]. 
In this paper we attempt t 
nee the nuclear radius obtaine 


o overcome the difficulty described above. 
d from neutron scattering experiments 1s 
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i 
R,= 1,4: 10-18 A1/3 cm and the radius of the charge distribution is R, . 
= 1,2 - 10 1341/3 emthe volume occupied by the protons is smaller than thi 


of the neutrons, i.e. the average kinetic energy of the protons turns out to 
greater than that of the neutrons. We may take this fact very simply into < 
count by using the usual method of Fermi statistics for estimating the kine} 
energy. The total kinetic energy of the nucleons is 

Nas Z518 
+ * 


R? R? 


e006 
where x is constant. 


Developing T, as usual, in powers se we obtain 
5 BY n? 
T cn | (Lae ed ee ne ele 
[ ”) Ria tae ogi ade ees 


R..\2 
where Y = ie , without reference to the mass difference of protons and neu 


p 
R,, | 


Mp 


is | 
Pp j 
Consequently, a term proportional to m must appear also in the sen} 
empirical formula, i. e. the complete form of formula (1) becomes : 


nt VAS 
+ aqn + a; 
A Als 


rons. [Otherwise y= 


Mp 


E=—a,A-+a, A??+ a, +06. (. 


For the energy differences of mirror nuclides we get from (1’): 
AE =— 2a,+ a; A??., (4 


Using the values of a; (~ 0,7 MeV) corresponding to the proton radius giv: 
above, a, may be determined very simply by adjusting (2’) to the experiment} 
data: To determine aj, a, and ag we have used the procedure of Fermi and thi 
we get: 
if n? 2? | 
EMV — — 15,6A + 17,1A2/8 + 21,2 —- + 0,6n--+ 0,72 —— + 6. ( 
A Aus 

Expression (1’’) fits the experimental values of the binding energy 
nuclei and the line of beta stability over the entire range of A. It should 
noted that the value of surface tension considerably exceeds its former val 


Further questions in connection with the determination of the const 
will be discussed later. 
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B. KockeE.: 
Warstellungstheoretische Behandlung einfacher wellenmechanischer Probleme 
33. G. Teubner Verlagsgesellschaft, Leipzig, 1955. 231 Seiten, 28 Abbildungen und VI Tafeln. 


_Die quantenmechanische Behandlung von Atomen mit mehreren Elektronen, Molekiilen 
ind Kristallen ist mit grossen mathematischen Schwierigkeiten verbunden. Die Lésung ihrer 
»chrédingergleichungen, d.h. das Auffinden ihrer Eigenfunktionen und Eigenwerte ist nur 
‘nit Hilfe von Naherungsverfahren miéglich. Bei Heranziehung der Gruppentheorie und ins- 
esondere der Darstellungstheorie lasst sich eine Antwort auf zahlreiche Fragen erhalten, ohne 
lie Lésung der Schrédingergleichung auffinden zu miissen. Solche Fragen sind : Symmetrie- 
igenschaften der Eigenfunktionen, Auswahlregeln, Termaufspaltung infolge der Wirkung einer 
Siusseren Storung usw. 

Wahrend es jedoch in der einschlagigen Literatur zahlreiche gute Biicher gibt, die die 
jruppentheorie in rein mathematischer Hinsicht behandeln (z. B. die Werke von SPEISER, 
SMURNAGHAN, LITTLEWOOD und BoERNER), ist die Anzahl jener Biicher sehr gering, die sich mit 
uantenmechanischen Problemen auf gruppentheoretischer Grundlage befassen. Es geniige 
Grier, auf die bekannten Biicher von WEYL, VAN DER WAERDEN und WIGNER hinzuweisen. 
Um so erfreulicher ist es nun, dass diese spezielle Fachliteratur nach der langen Zeit, 
+ lie seit der Herausgabe der erwahnten drei ausgezeichneten, aber ziemlich gedrungen und schwer 
Syerstandlich geschriebenen Werke verstrichen ist, durch das Buch von KOcKEL um ein weiteres 
Werk bereichert wurde. 

KockKEL setzte sich — wie er im Vorwort seines Buches ausfibrt — das Ziel, durch die 
singehende, mit vielen Beispielen durchsetzte Behandlung einzelner Fragen die Abneigung 
segen die besonderen algebraischen Methoden der Gruppentheorie zu iiberwinden und so duxch 
Sine griindliche Ubersicht eines verhaltnismassig engen Gebietes eine sichere Basis zu schaffen 
in erster Linie zum volligen Verstandnis des Buches von VAN DER 


; 


WAERDEN. 
Das Buch beschrankt sich auf die gruppentheoretische Behandlung der mit den Symmetrie- 
sigenschaften von Atomen und Ionen zasammenhangenden Fragen und geht weder auf die 
Lorentzsche Gruppe noch auf die Diracsche Gleichung, noch auf die Molekilspektren ein. 
Rs setzt verhaltnismassig wenig Kenntnisse voraus und fiihrt die notwendigen Begriffe im Laufe 
Jer Darlegungen in harmonischer Weise ein. ] 
Das Buch von KockeEt lasst sich inhaltlich in drei Hauptteile gliedern. Im ersten Teil, 
der aus den Kapiteln I und II besteht, werden die mit der Schrédingergleichung zusammenhin- 
renden Grundkenntnisse des Mehrkérperproblems der 


zusammengefasst.. on ; ‘ 
Im I. Kapitel beschaftigt sich der Verfasser mit der Schrédingergleichung eines (N + 1)- 


feilchensystems sowie mit der Ausstrahlung und dem Drehimpuls eines solchen Systems. 
E Das II. Kapitel enthalt die Losung der Schrédingergleichung fiir einige einfache Falle: 
Kasten-, Oszillator- und Coulombpotential) sowie die Untersuchung der allgemeinen Eigen~ 


IL—VII, werden die gruppentheoretischen 
Anwendungen notwendig ist. In diesem: 
als auch fiir die physikalischen Anwen- 
an Hand eines so reichhaltigen Bei- 


elmaterials erdértert, dass dies als besonderes Verdienst des Buches zu erwaihnen ist, obwohl 
heorie nur so viele aufgearbeitet werden, 


fiir die spateren physikalischen Anwendungen unbedingt notwendig ist. 


Im zweiten Teil des Buches, in den Kapiteln I 


nichtrelativistischen Wellenmechanik 


7 ~y 
nn 


‘Hilfsmittel darstellen, die sich mit der Spektroskopie beschiftigen. 
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Im III. Kapitel gibt der Verfasser die Definition der Gruppen, fiihrt die notwendis 
Grundbegriffe ein und erliutert sie an Hand zahlreicher Beispiele. | 
Das IV. Kapitel bringt die Definition der Darstellungen, die durch zahlreiche Beispiyy 
eingeiibt werden. 
Im V. Kapitel werden die Grundbegriffe des Rechnens mit Matrizen, die Transformat}| 
in Diagonalmatrizen und die Reduktion behandelt. 
Im VI. Kapitel befasst sich der Verfasser mit den linearen Transformationen und 1} 
dem Zusammenhang zwischen diesen und den Matrizen. 
Die Theorie der linearen Transformationen wird absichtlich nicht fiir Vektorréume 1/ 
endlicher Dimensionszahl aufgestellt, sondern — um den Lesern das Gefiihl zu geben, sj 
auf physikalisch vertrautem Gelande zu befinden — mit linear unabhangigen und orthonij 
mierten Kigenfunktionen gearbeitet, die einem entarteten Energieeigenwert eines Atoms o¢ 
Ions mit N Elektronen zugeordnet sind. Durch diese geschickte Interpretation wurden | 
mathematischen Begriffe der Gruppentheorie tatsichlich mehr der physikalischen Uberlegunij 
weise angepasst, wobei allerdings die Ausdehnung auf die abstrakte Erérterungsweise der Qua 
tenmechanik eine Erschwerung erfuhr. : 
Das VII. Kapitel enthalt die eindeutige Darstellung der Drehgruppe des dreidimens|! 
nalen Raumes, die Besprechung der Matrizen der infinitesimalen Drehungen und der Redul 
tion einer beliebigen Darstellung der Drehgruppe. 
Im dritten Teil des Buches, in den Kapiteln VIII—XIII, werden mehrere physikalisa 
Anwendungen der Gruppentheorie eingehend behandelt. / 
Im VIII. Kapitel beschaftigt sich der Verfasser auf Grund der vorhergehenden Ausfiihri 
gen mit dem Vektormodell der Elektronenhiille des Atoms und mit der Bestimmung der A\ 
wahlregeln. 

Im IX. Kapitel wird die operatorhomomorphe Abbildung erértert, die beim gleichze' 
gen Vorhandensein mehrerer, miteinander vertauschbarer Gruppen von Transformationen n 
wendig ist. Da dieser Begriff am wenigsten anschaulich ist, wird besondere Sorgfalt auf sei 
mehrseitige Erérterung verwendet. 

Im X. Kapitel wird der Spin eingefiihrt. Es werden hierbei die experimentellen Grur) 
lagen angegeben und die Transformationen der Spinfunktionen besprochen. 

Im XI. Kapitel findet sich die Erérterung der nicht-eindeutigen Darstellungen der Dr 
Sarre die dann notwendig sind, wenn man auch den (halbzahligen) Elektronenspin beriic 
sichtigt. 

Im XII. Kapitel beschaftigt sich der Verfasser mit dem Pauliprinzip, dessen Aufstell 
durch die spektroskopischen Erfahrungen notwendig wurde. Er folgt hierbei den Gedankenging 
VAN DER WAERDENs und befasst sich infolgedessen nicht mit der Reduktion der Darstellung 
der Permutationsgruppe(was zwar eine schon vor langerer Zeit ausgearbeitete, aber sehr umstar} 
liche Aufgabe ist), sondern benutzt die anschaulichere, von SLATER in Determinantenform and 
gebene Wellenfunktion. 


Das XIII. Kapitel bringt eine Behandlung des Zeemaneffekts auf Grund der Darstellun; 
theorie. 


Den Abschluss des Buches bildet ein kurzer Anhang, in dem einige mathematische Ei 
zelheiten beleuchtet werden. 
i In richtiger Weise, mit einer das Verstindnis erleichternden Didaktik wird hierbei- 
induktive Weg gewiihlt und von den einfacheren zu den verwickelteren Problemen fortgeschrittd| 
Vor einzelnen neuen, schwierigeren Teilen wird in. der Regel die Lésung des vorhergehende 
einfacheren Problems zusammengefasst. Bei jeder einzelnen Anwendung tritt die physikalise 
Anschauungsweise gegentiber dem mathematischen Formalismus in den Vordergrund. 

' Die Hauptaufgabe des Buches besteht in der Erklarung der Struktur der Atomspektre 
in der Bestimmung der Multiplizitit der Terme aus den Symmetrieeigenschaften der Welle 
funktionen. Dementsprechend wird das Buch insbesondere fiir jene Physiker ein sehr niitzlic 


“0 Leider werden im Buche weder Molekiile noch Kristalle behandelt, obgleich dies 4 
Einfiihrung von nur wenigen neuen Begriffen (Punktgruppe, Klassen, Charaktire) notwen¢ 
machen und die Erérterung nicht erschweren wiirde ; allerdings wire in diesem Falle ei 
Erweiterung des Umfanges des Buches unvermeidlich. ; | 

_Zusammenfassend lasst sich feststellen, dass das Buch KockEts ein klar: geschrieben : 

auf seinem Fachgebiet lingst erwartetes, eine fiihlbare Liicke schliessendes Werk ist, das v 
den Interessierten gewiss freudigst begriisst werden wird. 
P. CsAVINSZKY und E. 
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DARK-FIELD MICROSCOPIC ILLUMINATION 
TOR ENERGY MEASUREMENTS OF FAST NEUTRONS 
WITH PHOTOGRAPHIC EMULSIONS 


By 
L. MEepvVECzKY and E. Bujgpos6 
NUCLEAR RESEARCH INSTITUTE OF THE HUNGARIAN ACADEMY OF SCIENCES, DEBRECEN 


(Presented by A. Szalay. — Received 26. I. 1956) 


} 
| By applying an azimuth diaphragm to the aperture iris of a bright-field condenser and 
jus producing dark-field illumination we succeeded in rendering agreat emulsion volume readily 
Tsible, so that only tracks of -/ 25° azimuthal angle interval might be observable, that is about 
§—30% of all the existing tracks. 
‘} In case of low neutron intensity, this method facilitates to a great extent the scanning of 
cks in the emulsion as well as their measurement. 


In our Institute we have made energy measurements with photographic 
nulsions on fast neutrons originating from nuclear processes induced by 
pha rays of polonium in light elements. The use of a Po-a source [1] of 3 mm 

fiameter enabled a good geometry of observation even at a short irradiation 
istance (40 mm). The neutron flux was very slight, because of the small energy 
+-oss section of the nuclear processes and on account of the small intensity of 
e preparation (10—12 millicuries). For this reason the evaluation or exami- 
ation of the emulsions, as well as the measurement of an adequate number 
#f tracks, has proved a tedious task. The aim of this study was to facilitate and 
celerate energy measurements on fast neutrons with photographic emulsions 
. the case of just such slight neutron fluxes. 

~The longer part of the procedure was to scan the tracks to be measured 
nd to select them according to their direction because only tracks within 
maximum angle of + 15° to the direction of the neutrons were to be taken 
to consideration. Consequently, some method had to be found, which would 
alarge the readily visible volume of the emulsion for the tracks of desired 
irection which would possibly also exclude, prior to observation, ali the tracks 
f undesired direction. 
_ For microscopic observation of the tracks a dark-field illumination can 
. be used. If the illumination is produced in the usual way by a dark-field 
ondenser, a substantially lower magnification would be ineffectual, because 
f the diffraction of light on the background grains of the emulsion. With the 
od described by E. H. Lanp and collaborators [2] it is possible to use lower 
ification, so that at the same time the glitter of the background also dimi- 
t for the selection of angle can be fulfilled by illumination 
This can be accomplished by 


ishes. The requiremen 
the tracks perpendicular to their direction. 
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inserting a suitable azimuth diaphragm in the plane of the aperture of | 
condenser (Fig. 1). 

For these investigations a C. Zeiss research microscope was used v} 
84 magnification (objective 8 x achr. N. A. 0,20, ocular 7 x H) with bj] 
cular tubes and Abbe condenser. The solid angle within which the tracks | 
visible is determined by the aperture of the objective and the illumination, | 


Fig. la. Section of condenser and schematic passage of the beam. 6. Shape of the azini 
diaphragm. (The dotted line represents the iris diaphragm of the condenser) 


by the interior diameter of the azimuth diaphragm. The most favourable illui 
nation was obtained by the application of an azimuth diaphragm of 8° apert 
and 10 mm interior diameter. The exterior diameter of the azimuth diaphra} 
depends on the variable iris diaphragm of the condenser. By changing the ¢ 
meter of the iris diaphragm the glitter of the background can be diminish} 

At the above-described illumination, according to our measuremer} 
the beam leaving the condenser declined from the axis in an angle betwe 
30° and 60°. At this illumination even such a low magnification pro 
sufficient for the detection of 10—20 micron long tracks and only those tre 
remained visible, which were lying inside the angle interval + 25° to the di 
tion outlined by the adjustment of the azimuth diaphragm. Their numl 
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faounted to about 28—30°% of all the incident tracks. At the same time, the 
ladily visible volume also increased 30—40 times relative to the 200—300 x magni- 


bation (that is the minimum to be used by a bright-field illumination) consi- 


; 
| 
: 
| 
| 


illumination from an emulsion irradiated 
The arrows alongside the tracks designate 
they illustrate also the angle area 


2. Photomicrographs made with the described 
neutrons. The paths are recoil proton tracks. The 
rection indicated from the point of view of visibility, 
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dering that the diameter of the field of view at the aforesaid illumination} 
1100 microns, while the depth of focus was 25 microns. 
On the basis of wave optics [3] the angle interval of the visibility o 
tracks computed by the above data of the optics and azimuth diaphrag 
a most unfavourable beam (30°) direction, will yield ++ 23° 35’ [4]. 
For demonstration of the above statement two photomicrographs 
shown in Fig. 2. Both were made from the same field of an Ilford C2 em 
100 microns thick — as can easily be seen from the silver grains — they v 
however, taken with azimuth diaphragms of different directions. h 


We are greatly indebted to Professor A. Szauay for the interest 
shown in our work. 
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INNERE ARBEIT IN DER RELATIVISTISCHEN 


DYNAMIK* 
f Von 
G. Marx 


INSTITUT FUR THEORETISCHE PHYSIK DER ROLAND-EOTVOS-UNIVERSITAT, BUDAPEST 


; (Vorgelegt von K. F. Novobatzky. — Eingegangen: 24. II. 1956) 


In der vorliegenden Arbeit wird die relativistische Dynamik des Massenpunktes in jenem 
fgemeinen Fall behandelt, wo die vier Kraftkomponenten unabhangig voneinander sind. 
‘diesem Fall vermag die Kraftwirkung die Energie des Massenpunktes auf zweierlei Weise zu 
nohen: entweder durch Geschwindigkeitszunahme (kinetische Arbeit) oder durch Zunahme 
¥c Ruhemasse (innere Arbeit). Im elektromagnetischen Feld tritt nur die erstere auf, hierbei 
mmt es zur Erscheinung der »relativistischen Massenvergrésserung«. Im skalaren Feld 
‘din anderen Fallen beeinflusst die innere Arbeit den Verlauf der Bewegung in bedeutender 
ise, es kann die Massenvergrésserung ausbleiben und an ihrer Stelle die Erscheinung der 
Mlativistischen Abstossung« bzw. das Uberschreiten der Lichtgeschwindigkeit eintreten. An 
‘nd der vorgefiihrten Beispiele werden auch die neuartigen Energieverhaltnisse untersucht. 
e Verwendung des allgemeinen Kraftausdruckes erméglicht eine einfache Herleitung der 


tvarianten Variationsprinzipien. 


1. Die Verainderung der Ruhmasse. Innere Arbeit 


Zur Zeit der Ausarbeitung der Theorie der relativistischen Mechanik 
anden vor allem die mechanischen Gesetze der Bewegung von schnellen Elek- 
onen im Mittelpunkt des Interesses. Eine der als erste zu lésenden Aufgaben 
ar, die aus drei Komponenten hestehende Newtonsche Kraft zu einem Vierer- 
ktor (zur Minkowskischen Kraft Fj) zu erganzen. Die Bestimmung der 
rten Kraftkomponente konnte im Falle der Lorentzschen Kraft ohne 
hwierigkeiten erfolgen. Die Kovarianzgesetze des elektromagnetischen Feldes 
ferten nimlich vier solche Kraftkomponenten, die zur Konstanz des Wertes 
+ Ruhmasse fiihrten. Dieses Ergebnis, die Konstanz der Ruhmasse, wurde 


in als grundlegende Annahme zur Bestimmung der vierten Kraftkompo- 


auch anderswo anerkannt. Auf diese Weise wurde die ganze relativi- 


e Dynamik ausgearbeitet. 
~ In den letzten Jahrzehnten lenkten dann die Forschungen tiber die Struktur 
tomkerne und der Elementarteilchen die Aufmerksamkeit auch auf Kraft- 
, die von den Lorentzschen Kraften wesentlich abweichende Eigenschaf- 
aufwiesen. Es wurde offenkundig, dass der auf die Lorentzsche Kraft 


dieser Arbeit berichtete der Verfasser anlasslich eines 


q * . . . b ° ol 5 
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zugeschnittene Rahmen der relativistischen Dynamik zu eng war. (An Hi 
von Beispielen aus der Literatur liesse sich nachweisen, dass dies des 6ft} 
zur Quelle von Schwierigkeiten wurde.) In der Mechanik des Massenpunj| 
ist eine Weiterentwicklung der Theorie wiinschenswert, die vom Axiom 

Konstanz der Ruhmasse abgeht und so allgemeinere Formen der Weel 
wirkung zwischen Feld und Teilchen gestattet. Sozusagen gleichzeitig se} 
in mehreren Richtungen solche Bestrebungen ein, in erster Linie im Zusamni 
hang mit der klassischen feldtheoretischen Untersuchung der Bewegu 
gleichungen. 

Die vorliegende Arbeit setzt sich zum Ziel, einen allgemeineren Kraft’ 
als es die Lorentzsche Kraft ist, zu untersuchen, wobei von der Mecha 
des Massenpunktes ausgegangen werden soll. Besonderes Gewicht sei auf} 
Untersuchung der Energieverhaltnisse gelegt, da ja die Energie jener Beg 
ist, der mit den anderen Kapiteln der Physik, vor allem mit der Quant 
mechanik, eine Verbindung herstellt. Es ist zu hoffen, dass eine allgemei 
Behandlung der Dynamik des Massenpunktes befruchtend auf das Stud4 
der relativistischen Effekte und Méglichkeiten wirken wird, in erster i 
in der Kernphysik und in der Theorie der Elementarteilchen. Dies erat 
vor allem schon deshalb miglich, da sie letzilich den Uberblick iiber die Er 
nisse der betreffenden quantentheoretischen Methoden erleichtert. 

Die auf die punktartigen Teilehen der Atomphysik einwirkenden Kr: 
riihren von dem die Teilchen umgebenden Feld her. Die Feldtheorie lie} 
ein eindeutiges Verfahren zu ihrer Bestimmung [1]. Die Lagrangefunkt 
bestimmt die Form des Energie-Impuls-Tensors T;, des Feldes. Die Diverg 
von Tj, liefert die Kraftdichte, und deren Integral wieder die Kraft. 


ay Fi=— [ %Tu Sav. 
dt 
Dies steht auf der rechten Seite der kovarianten Bewegungsgleichung. - 
linke Seite ist im Sinne des II. Axioms von Newton der Differentialquoti 
des Impulses p;. Da sich unter den Kennwerten fiir die Bewegung des einfacl 
Massenpunktes nur ein einziger Vektor befindet, die Vierergeschwindigh) 
u; (uju; = —c?), kann der Impuls p; in der Form Pi = Mu; angenom 
werden. Die Bewegungsgleichung des Teilchens lautet : 
d 


—— (Mui) = F;. 
pei i 


Aus dieser Gleichung erhalt man nach Multiplikation mit u; : 


¢ 
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Der Vergleich mit der Newtonschen Dynamik wird durch die dreidimen- 
Sonale Schreibweise erleichtert. Es sei nun dem Gedankengang von MOLLER [2 | 
Nefolet bzw. dieser verallgemeinert. Der Impuls p; enthalt den Dreierimpuls 
ind die Teilchenenergie, F; die Newtonsche Kraft und die Leistung. 


’ 


& é : é : 
Ne Bewegungsgleichung (2) gibt das Gesetz der Veranderung von Energie und 


fmpuls. 
f = Rg : Se W. (5) 


Vird die Leistung W ausschliesslich zur Ausfiihrung von Geschwindigkeits- 
héhung herrvorufender »kinetischer Arbeit« aufgewandt, so ist Wdi = & dt, also 


d (Mc?) = — F; dx; A Kae at =0, dann M=const. (6) 


sas ta 1 — v/c? 


m allgemeinen besteht aber zwischen den auf Grund der Gleichung (1) auf 
eldtheoretischem Wege bestimmten Fj-Komponenten, zwischen S und W, 
fiicht die Beziehung (6). Neben einer Veraénderung der Geschwindigkeit bewirkt 
7, auch eine Erhéhung der inneren Energie. Diese letztere Form der Energie- 
tbergabe sei mit d’Q, bezeichnet und innere Arbeit genannt. Auf Grund der 
ormel (3) ist : 
GO — F;dx;=d (Me) . (7) 
Inter Verwendung dieser Gleichung gelangt man von dem Ausdruck (5) zu 
oleender Energiegleichung : 
jh tf Ass Oe (8) 


Wirkung des Feldes vermag durch F, die Energie des Teilchens auf zweierlei 


Veise zu erhdhen. Durch Beschleunigung des Teilchens kann sie seine kinetische 
ergie erhéhen (dies wird durch die kinetische Arbeit d’A = Stdt ausgedriickt), 
r kann sie unabhaingig vom Bewegungszustand auch die innere Energie 
andern (dies wird durch die innere Arbeit dQ=—F; dx; V ik a ve peuhie, 
en). Abgesehen von Spezialfallen treten beide Wirkungen gleichzeitig auf. 
Die zweierlei Wirkung der Minkowskischen Kraft F; lasst sich auch 
ovariant trennen. Die Beschleunigung wird durch die senkrecht zur Weltlinie 
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wirkende Komponente, die Verinderung der inneren Energie durch die i 


gentiale Komponente hervorgerufen. 


du; = ed FY dt, d (Mc?) = — FY) dx, 
M 
1 (n (t 
FO =——_ uy, F,, By ep 
c 


Die Bewegung kann auch durch die Leistung der inneren Arbeit, durch ] 
in entscheidender Weise beeinflusst werden [3]. Die Beschleunigung weist ] 
der Gleichung (9) im allgemeinen in die Richtung F{”. Wenn jedoch F; | 
einer hinreichend langen Strecke der Weltlinie eine tangentiale Kompone) 
hat, wird M in einem gewissen Punkt P, zu Null. Wird die Massenkonstay 
die in kraftfreien, unendlich entfernten Stellen die Ruhmasse bestimmt, | 
m bezeichnet, so ergibt sich aus der Integration der Gleichung (3) : 


l =A) 1 P(z) 
Mo =m—— | idx; = m+ — | d’Qy. ( 
c= c 


Hieraus geht hervor, dass die Bedingung fiir das Eintreten von M = 0 

dass die innere Arbeit den Wert Q, = — me? erreicht. Beim Durchschreiten * 
P, kann M < 0 werden. In diesem Falle nehmen die beschleunigende Kra 
komponente F” und die Beschleunigung du;/dt eine gegensatzliche Richtung 


2. Bewegung ohne innere Arbeit (die Lorentzsche Kraft) 


Der Energie-Impuls-Tensor des elektromagnetischen Feldes liefert fiir 
Punktladung. die Lorentzsche Kraft : 


e e . 
Bi =~ fix te = —~ (8; Pe — 8 i) te ( 


Der Kraftausdruck enthalt die Geschwindigkeit u;, so dass zwischen ihr | 
der Richtung der Weltlinie eine stramme Korrelation besteht, indem F eri 
eine normale Lage einnimmt. Die zwangsliufige Folge davon ist laut der Gh 
chung (3), dass M konstant ist (M =m) sowie dass die als Quotient 


Dreierimpulses und der Dreiergeschwindigkeit aufgefasste trage Masse -@ | 
Erscheinung der »relativistischen Mas 


senvergésserung« zeigt : ? 
% 
p : 
m 
Mell 2 A ( 
D V1 — vee : 
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Die Tatsache, dass die tangentiale Kraftkomponente, also die innere 
‘rbeit, gleich Null ist, stellt jedoch einen Ausnahmefall dar, der sich sozusagen 
visschhesslich auf die Lorentzsche Kraft beschrinkt. Die Gesetze der 
feldtheorie bestimmen stets eindeutig alle vier Komponenten von F;, und 
‘ese vier Komponenten ergeben sich im allgemeinen als unabhangig von- 
ynander. Die logische Folge davon ist, dass jede Komponente der Bewegungs- 
veichung (2) einen von den anderen unabhingigen physikalischen Inhalt 
Psitzt. Sie beschreiben ausser der Geschwindigkeit » auch die Veranderung der 
smeren Energie Mc?. Der Umstand, dass die vierte Komponente von F; durch 
tberlegungen der Feldphysik und der Kovarianz bestimmt wird, so dass die 
Yostulierung der Konstanz der Ruhmasse zu einem Widerspruch fiihren kann, 
lird haufig ausser acht gelassen. Im folgenden seien die vier Komponenten 
on F; als voneinander unabhangig gegebene Gréssen betrachtet. Damit sollen 
e reicheren Méglichkeiten ausgenutzt werden, die durch die Heranzieh- 
“ag von mehr Komponenten als in der Newtonschen Theorie, d. h. durch die 
fleriicksichtigung der inneren Arbeit auf dynamischem Wege geboten werden. 
Das Alteste bekannte Beispiel fiir das Auftreten der inneren Kraft fallt 
jerade in das Gebiet der makroskopischen Elektrodynamik. Die auf die Volum- 

nheit eines von einem konduktiven Strom durchflossenen Leiters wirkende 


1 . : : 
Yraft betragt Fi = — fix Jr. Es ist leicht einzusehen, dass in diesem Falle die 
c 


eziehung (12) nicht mehr gilt, da ja die Geschwindigkeit u; des Leiters und 
e Dichte j; des konduktiven Stromes im allgemeinen nicht parallel sind. Wie 
hon von ABRAHAM gezeigt wurde, ist d’Q,, d. i. (nach der hier eingefiihrten 
erminologie) die innere Arbeit, identisch mit der sich auf Kosten der Feld- 
mnergie entwickelnden Jouleschen Warme. Die Komponente F; driickt in der 
orache der Dynamik auch noch aus, dass das Feld auf den leitenden Kérper 
then der Beschleunigung auch noch durch die Warmeentwicklung eine Wir- 
ng ausiibt. Die durch letztere bewirkte Tragheitszunahme beeinflusst die 


ewegung ebenfalls. 


3. Bewegung bei innerer Arbeit (skalares Potentialfeld) 


‘Das einfachste Beispiel fiir eine innere Arbeit bewirkende Kraft ist jene 
aft, die durch das skalare Potentialfeld (skalare Mesonenfeld) ausgeiibt wird. 
wurde in letzterer Zeit von mehreren Forschern diskutiert [4, 5, 6, 7, 8, 9]. 
a nachstehenden seien die uns interessierenden Probleme kurz zusammenge- 
t. Die Kraft lasst sich aus dem Skalar @ (x) wie folgt herleiten : 


F;=— gi (x), g = const. (13) 


Js erster wies Novondrzky darauf hin [4], dass die innere Arbeit im Fall 
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der Gleichung (13) ein vollstaindiges Differential ist, aus dem sich die hy 
masse durch Integration ergibt*. In einem Skalarfeld verandert sich die Tif 
heit des Teilchens nicht nur infolge der Erhéhung seiner Geschwindigkeit, se 
»kinetischen« Energie, sondern auch aus einem anderen Grund, infolge der’ 


ainderung der inneren Energie : 


d (Mc?) aaa d’Q, SS gdp ; 


Die Ruhmasse nimmt zu, wenn sie an einen Ort mit héherem Potential gelai 
wahrend sie im Falle eines Potentialabfalles abnimmt. Die Bewegung v 
also nicht durch die Feldstarke (— grad q), sondern iiber M durch @ se} 
beeinflusst. Anschaulich kann man sagen, dass die Orte mit héherem Pote 
als »heisser« anzusehen sind: das Eintreffen der Ruhmasse an einem solchen ( 
ist mit einer inneren Energiezunahme, mit einer » Warmeaufnahme« verbung 
Ebenso entspricht das niedrigere Potential einem »kalteren« Ort, wohin | 
Teilchen nur um den Preis einer »Abkiihlung«, einer Abnahme der inne 
Energie, eines Massenverlustes gelangen kann**. (Das elektromagnetische 

ist von diesem Gesichtspunkt aus »isotherm«, dort tritt die Veranderung 
inneren Energie nicht von selbst ein.) Die Frage, was fiir eine Zustandsan 
rung der Struktur des Teilchens mit der Anhaufung der inneren Ene 
einhergeht, lisst sich auf dieser Stufe nicht beantworten. Der Ausdruck 
sagt namlich ebenso nichts iiber die Beschaffenheit der inneren Arbeit | 
wie die phanomenologische Thermodynamik iiber die Beschaffenheit der Wart 
Die Beschaffenheit der Warme wurde erst nach der Erkenntnis der atoma# 
Struktur der Materie verstanden. Ebenso ist auch die anschauliche Deutt 
der Ruhmasse und der inneren Arbeit erst von der Erkenntnis der Struktur 
Elementarteilchen, von der Zukunft zu erwarten. Es sei jedoch gestattet, sel 
hier auf eine Méglichkeit hinzuweisen. Es ist vorstellbar, dass beim Dun 
schreiten des Potentialgradienten in den Kohasionskraften, die die Ladungs i 
teilung des Teilchens im Gleichgewicht halten und die Wirkung des Eigenfel/ 
ausgleichen, eine solche Umordnung eintritt, dass der neue Gleichgewichts} 
stand einem veranderten Energieinhalt entsprechen wird. (Die Massenpunll 
abstraktion bezweckt ja eben, dass man bei der Untersuchung der Bewegy 


__, ” In einer formal véllig ahnlichen Gestalt tritt die innere Arbeit auch im Falle ide 
Fliissigkeiten auf, die einem isotropen Druck ausgesetzt sind [10]. i 

vee Infolgedessen vermégen die elektromagnetischen Krifte ein Teilchen, das sich auf e 
Gebiet mit konstantem negativem Potential befindet (z. B. ein im Inneren des Atomke 


se reece Nukleon), leichter zu beschleunigen, als wenn es sich an einem potentialfreien 


’ “. 


INNERE ARBEIT IN DER RELATIVISTISCHEN DYNAMIK 359 


juf eine eingehende Kenntnis der Kohdsionskrafte verzichten kénne, indem 
jaan alle ihre Wirkungen mit dem Zahlenwert der inneren Energie Mc? erfasst.) 
Wnser Ziel bei der Erwahnung dieser Méglichkeit bestand nur darin, die unserer 
jlemung nach tiefe physikalische Realitat der Verinderung der Ruhmasse, 
er inneren Arbeit hervorzuheben. 

Die die Bewegung beeinflussende Wirkung der inneren Arbeit geht auch 
jaraus hervor, dass die kovariante Bewegungsgleichung im Grenzfall » = 0 
“m Gegensatz zum Falle der Lorenjzschen Kraft) nicht in die nichtrelativi- 
jusche Form iibergeht. Es ist ferner gleichfalls offenbar, dass beim Erreichen 
‘es durch gp = — mc gekennzeichneten Punktes nach Gleichung (14) M zu 
Null und dann negativ wird. Auch im Falle von Anziehungskraft tritt die 
‘relativistische Abstossung« auf [5, 6, 7]. 

Besonders gut lassen sich die Verhaltnisse in einem statischen, also lei- 
ungsfreien Feld iiberblicken [7, 11]. In diesem Falle sind die Teilchenenergie 


ind die triage Masse in der Zeit konstant : 
q 


2 1. 
i= fl = ee) = const. (16) 
- Jl —e/e 


s tritt nicht die durch den Ausdruck (12) gegebene »relativistische Massen- 
Sergrisserung« auf, im Gegensatz zum Fall des elektrostatischen Feldes. (Die 
‘Jrsache fiir den Unterschied besteht darin, dass im mesostatischen Feld die 
M proportionale Teilchenenergie E an sich konstant ist, wahrend dies im 
lektrostatischen Feld nur bei der Summe der Teilchenenergie E und der 
eldenergie der Fall ist.) Bei Heranziehung der Gleichung (16) lasst sich in 
er Bewegungsgleichung |/1 —v?/c? durch die Konstante F eliminieren. 


2\9 Pe) 
m _ — grad U, u =|" er + (17) 


2 mc? 


ist eine Bewegungsgleichung von vollig Newtonscher Form, mit dem 
leschen »dquivalenten Potential« U an Stelle von g¢. Sowohl hieraus als 
h aus der Gleichung (30) ist klar ersichtlich, dass 


— grad parallel sind (»Anzichungs«- 


t Fall —me  dv/dt und 
ile Zone), 


Falle gg=—mc2? v=c und dv/dt = 0, 
antiparallel sind (»Absto- 
ssungs«-Zone). 


m Falle ep<—me?  dbv/dt und — grad 
or, dass das Auftreten der inneren Arbeit den 


: + ht herv 
Auch hieraus ge Fall des elektrostatischen Feldes 


lauf der Bewegung im Vergleich zum 
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von Grund auf verandert, es fallt die »relativistische Massenvergrésseru}} 


, 


weg, anstatt dessen beschleunigt sich das Teilchen in einer endlichen 
infolge eines endlichen Potentialabfalls bis zur Lichtgeschwindigkeit. Danj 
tritt infolge der negativ werdenden inneren Energie die Erscheinung 


»relativistischen Abstossung« auf. 


4. Die von der inneren Energie abhangigen Krafte 


Das erste Beispiel fiir die relativistische Bewegung in einem Skalart 
wurde in 1912 von NorpstrR6M in seiner Gravitationstheorie gegeben [1] 
Laut seiner Theorie, die sich seither als unzulanglich erwiesen hat, ist 
Gravitationskraft der inneren Energie Mc? proportional (und nicht 
Gesamtenergie _-@c”, wie in Wirklichkeit) : 


F; =— M@;¢. 


Durch Einsetzen in die Formel (3) und Integrieren gelangte Norpst 
zu folgender Beziehung zwischen innerer Energie und Potential: 


M — me®! os F 


Es ist ersichtlich, dass in diesem Falle die Ruhmasse bei keinem endlichen WI 
von ~ den Wert Null oder einen negativen Wert annimmt, es wird also | 
Falle der Kraft (18), trotzdem eine innere Arbeit geleistet wird, die Lich 
schwindigkeit nicht erreicht und die Erscheinung der »relativistischen Abst 
ung« tritt nicht auf. Das statische Feld ist auch jetzt leistungsfrei und 
Bewegungsgleichung lasst sich auf die Newtonsche Form (17) bringen. Das 
relativistischen Wirkungen enthaltende »&quivalente« Potential ist in 
Form 


= 


2 2)\2 
Uy a et [met |? copies 
2 E 
anzusetzen. 
Vom formalen Gesichtspunkt sowie auch von dem seiner Anwendun 


ist jJener Fall interessanter, wo die Kraft dem Reziprokwert der Ruhema 
proportional ist : 


SS aedey st G 


Hier ist f; ein von der Masse unabhangiger Ausdruck, der als »Feldstar 
-angesehen werden kann und sich eventuell als Gradient eines nur von ain 
Ort abhangigen Skalars ¢(x) herleiten lasst (fi = — grad q¢). Ob nun eine sol 

‘ 
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raft in der Natur vorkommt oder nicht, sei jetzt vorlaufig nicht untersucht 
vondern nur die formalen Folgeerscheinungen betrachtet. Wenn f; ein vet 
st, dann wird auch F; ein Vektor sein, also wird die Gleichung (20) die Forde- 
sung der Lorentzschen Kovarianz befriedigen. Setzt man die Formel (20) in 
‘ie Gleichung (3) ein, so ergibt sich fiir die Ruhmasse M folgender Ausdruck: 


Ree ee ig. 
dt c2 


; (21) 


se P 


See, ae 
M(P) = | mt — | fide |= | m? + 29), 
| £ c 


co 


4 
| 


Wenn die Feldstirke leistungsfrei ist (f, = 0), ist die Teilchenenergie kon- 
otant. 


m2 c2 


9 12 1/2 
ie |p des 


Mc? oo 
x ee 23 
E jie mc EAE const. (22) 


us den ersten drei Komponenten der Bewegungsgleichung kann |/1 — v?/c? 
Wvieder durch die konstante Energie ausgedriickt werden : 


Z pl fags (23) 


also die Beschleunigung streng proportional 


n einem leistungsfreien Feld ist 
Newtonschen 


ler Feldstarke, die Bewegung hat in vollstem Ausmass einen 
‘harakter, die »relativistische Massenvergrosserung« tritt nicht auf. 

Dies hat eine iiberraschende Folge : es besteht ndmlich nicht das geringste 
lindernis, dass das auf einem ziemlich grossen Gebiet in eine einzige Richtung 
kende Feld das Teilchen iiber die Lichtgeschwindigkeit hinaus beschleunigt. 
\us dem Ausdruck (23) ist ersichtlich, dass in der Bewegungsgleichung keinerlei 
omalie beim Erreichen und Uberschreiten der Lichtgeschwindigkeit auftritt. 
Yas durch die Gleichung (20) ausgedriickte kovariante Kraftgesetz kann also 
ine iiber der Lichtgeschwindigkeit liegende Bewegung selbst bei verniinftigen 
andbedingungen zur Folge haben! Aus der Energiegleichung (22) geht die 
edingung fiir das Uberschreiten der Lichtgeschwindigkeit wie folgt hervor : 


Be 
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P 


lad 1 : 2 : 
Wenn | fi, dx; (= — 9) << — me’, She ees 


5 
* 1 

| Motel Cemetary 2105 52 v=c, (24) 
e 

fide) (=— 9) >> me, i 6 


a 
co 


Beim Uberschreiten der Lichtgeschwindigkeit werden die Vierergeschwindigkt 
die innere Energie und die Minkowskische Kraft imaginar. Diese besitzen a 
keine unmittelbar messbare physikalische Bedeutung. Die Geschwindigk 
die Beschleunigung, der Impuls und die Newtonsche Kraft bleiben reell und 
Gesamtenergie und die triage Masse (im leistungsfreien Feld) konstant. Obw 
das solche Folgen zulassende kovariante Kraftgesetz (20) in keinem form 
Widerspruch zum. Prinzip der Relativitat steht, ist es offenbar mit dem We 
des Relativitatsprinzips dennoch unvereinbar. Bei Wirkungen, die zusamnt 
mit sich schneller als c forthewegenden Teilchen eintreffen, kénnte sich dd 
namlich der Fall verwirklichen, dass von gewissen Inertialsystemen aus gese 
die Wirkung der Ursache vorangeht. | 

Ks ist tiberfliissig darzulegen, wie unerwartet das Auftreten solcher Kri} 
in der relativistischen Dynamik ist. Die Erklirung, warum man im allgemeis 
nicht an diese Méglichkeit denkt, ist folgende: Die ersten drei Komponen 
der Bewegungsgleichung lassen sich wie folgt schreiben : 


dp _ d(Mbv) 


dt dt 


— 
=F J1—vJe2 = @. 


Im Falle v->c konvergiert die auf die Zeiteinheit fallende Impulsanderu 
d. h. die effektive Newtonsche Kraft @ im allgemeinen gegen Null. Eine Al 
nahme kann nur dann eintreten, wenn die auf feldtheoretischem Wege herge! 
tete Minkowskische Kraft F; eben beim Erreichen des Bewegungszustanq 
v = c eine Singularitaét aufweist. [Im Falle der Gleichung (20) trifft dies : 
doch ist es leicht, auch weitere kovariante, z. B. geschwindigkeitsabhang} 
Kraftausdriicke mit ahnlichen Eigenschaften zu konstruieren.] Es ist a 
festzustellen, dass die formale Forderung der Lorentzschen Kovarianz 6 
physikalischen Inhalt des Relativitatsprinzips unvollkommen ausdriickt. | f 
tere lasst das Auftreten solcher Krifte zu, wahrend letzteres dieses verbiete} 


_ * Zu einer grundsiitzlich ahnlichen Folgerung gelangte BLocHINzEW in der Feldtheorie 
Er wies nach, dass es Lorentz-kovariante nichtlineare Feldgleichungen gibt, die zu grosse 
Wirkungsgeschwindigkeiten als c fiihren kénnen. 
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Ks stellt sich nun die Frage, ob die Méglichkeit des Auftretens von Kraften 
ym Typ der Gleichung (20) in konkreten Untersuchungen aufgetaucht ist. 
ji der klassischen Physik wurden solche Krafte nicht benutzt, so dass das auf 
te obigen Krafte beziigliche Verbotsprinzip keine der bisherigen Forschungs- 
igebnisse beriihrt. Bei der Untersuchung der klassischen Modelle der quanten- 
Jechanischen Zustandsgleichungen wurde jedoch die Méglichkeit eines Kraft- 
ysetzes von der Form (20) bzw. einer Massenformel von der Form (21) 
»reits mehrere Male aufgeworfen. 
In den letzten Jahren wiesen mehrere Forscher darauf hin, dass der reelle 
‘id imaginare Teil der nichtrelativistischen und relativistischen Schrédinger- 
eichung die Hamilton-Jacobische und Kontinuitatsgleichung der Bewegung 


mer Punktgesamtheit liefert, die sich véllig nach den Gesetzen der klassischen 
yynamik bewegt. Neu ist einzig und allein, dass neben den dusseren Kraften 
‘ch eine innere Kraft auftritt, die sich aus einem von der Dichte der Punktge- 
Imtheit abhangigen Potential ableiten lasst. Als klassisches Modell des durch 
fe relativistische Schrédinger-Gordonsche Gleichung beschriebenen Zustands 
fent eine klassische Punktgesamtheit, deren Hamilton-Jacobische Gleichung 


tigendermassen lautet [4, 14]: 


1 e 
— |0;S— — 9;||9;S8 vil 4 Mc =0, 
2M : | | c 7 
(25) 
: re | 
M = m|/ 1— Oly! 
mc? |p| 
ans ergibt sich als charakteristische Gleichung die folgende Bewegungs- 
hung : 
d e 1 ? Oly| 
— (Mu;) = — fixu, — 3:7 » ee aie oe Sie eos ae aaa 9 (26) 


eben der Lorentzschen Kraft erschien eine Kraft, die kovariante Verallge- 
f aerung der »quantenmechanischen Kraft«, die gerade vom Tye dex oe 
(20) war. Es ist aber offenbar, dass sich die obigen Schwierigkeiten 
auf diesen Fall beziehen. Jene Teilchen, die dem Bewegungsgesetz (25) 
shorchen, sind nur die Glieder einer Modellgesamtheit. Sie sind nicht reell, 
hl sie die Wirklichkeit widerspiegeln, ebenso wie Z. B. die »Teilchen« 
g ibbsschen Gesamtheit. Dieser Tatbestand hat zur Folge, dass die Teil- 
n keine Wirkungsfortpflanzung (schneller als c) verwirklichen kénnen. 
esehen davon ist jedoch das Kraftgesetz (20) widerspruchsfret. taieg 
_ Ein zweites Beispiel wird von der relativistischen Diracschen Gleichung 


Mektrons geliefert. BROGLIE leitete eine der Gleichung (25) ahnliche Bezie- 
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aaa 


hung aus der Diracschen Gleichung ab [15]. In dieser Gleichung erschieni 


mit dem magnetischen Feld zusammenhangendes Glied, das die auf das eis 
magnetische Moment des Elektrons wirkende Translationskraft beschr¢ 
Es ist leicht nachzuweisen, dass die entsprechende charakteristische Gleichi 
einen Kraftausdruck 
e 
F, = Sis 9; frs 
Mc 


enthalt, sowie dass die Massenformel die auch bei BrocGLIE vorkommt, | 
charakteristische Wurzelform (21) aufweist : 


Mz | m? +- aS fx é 
3 

Im Nenner des Kraftausdruckes erschien die Masse infolge des bekand 
Ausdrucks des Bohrschen Magnetons und erméglicht auch jetzt — we 
man sich an Hand einer einfachen Rechnung iiberzeugen kann — das U 
schreiten der Lichtgeschwindigkeit. Ein analoges Ergebnis lasst sich auch 
den Fall des in einem pseudoskalaren Mesonenfeld bewegten Teilchens 
leiten. 

Dass diese Kriafte im klassischen Grenzfall verschwinden, geht da‘ 
hervor, dass in ihnen M immer in der Kombination hM~1 bzw. h2M~? | 
kommt. Hier ist h die Plancksche Konstante. 


5. Variationsprinzipien 


Es sei ein Massenpunkt betraehtet, der sich bei einer vorgeschrieb 
Zwangsbedingung infolge der Wirkung der freien Kraft F; bewegt. Der Einf} 
der Zwangsbedingung wird durch die Zwangskraft F;’ in Rechnung gest¢ 


(Mu) = Fit F/ . 


» 
7 


Die Rolle der Zwangskraft besteht darin, dass sie durch einen minimalen Ein 

in den Verlauf der Bewegung die jederzeitige Erfiillung der allgemeinen Zwa 

bedingung 
a; (x) dx; = 0 . | 


gewahrleistet. Die Form von F, ist nicht bekannt, doch erméglicht die 
dung des Prinzips des »minimalen Eingriffs« die eindeutige Bestimm 


Zwangskraft. 
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_ Die Bewegungsgleichung (46) lautet in dreidimensionaler Bezeichnung 
ie folgt : 
dp ¢ dE 
dt dt 


o-- 
wn 
-- 


ee Woe, (30) 


ser»minimale Eingriff« der Zwangskraft kann folgenderweise formuliert werden: 
»; verandere die Energie des Massenpunktes bei jeder durch (29) zugelassenen 
Sewegung nur in der Form der notwendigsten Geschwindigkeitsanderung, d. h. 
usschliesslich durch kinetische Arbeit 


(Oy == WW" ot = 2 ov; folglich F’.0%;, = 0. (31) 


Jie innere Arbeit der Lorentzschen Kraft betragt im Laufe der wirklichen 
barriickung dx; = u;dt Null. Von der Zwangskraft wird mehr verlangt, nimlich 
‘iss die innere Arbeit bei jeder zulassigen Verriickung 0x; verschwinde.) Setzt 
an den Ausdruck der Zwangskraft aus der Gleichung (28) bzw. (30) in die 
ormel (31) ein, so erhalt man die kovariante Form des D’Alembertschen 


Sinzips wie folgt: 


— a or ey Ot . d. h. Lg (Mud —F 6x; = 0. (32) 


dt 


dp ) 6*r = 0, wo O*, = Or — vor. (33) 


ies ist die allgemein bekannte Form des D’Alembertschen Prinzips, wo 0*r 
e »zeitlos« vorsichgehende »virtuelle« Verriickung bedeutet. Der keineswegs 
sehr physikalisch zu bezeichnende Begriff der virtuellen Verriickung musste 
swegen in die Newtonsche Mechanik eingefiihrt werden, damit man das 
embertsche Prinzip in die Form des nicht zu der Natur des Problems 
den dreidimensionalen Vektorproduktes einzwangen konnte. Obwohl 
. Geschwindigkeit der Zwangsbewegungen stets nichtrelativistisch ist, wird 
r wirkliche Inhalt des D’Alembertschen Prinzips dennoch besser durch die 
ulierung (32) zum Ausdruck gebracht als durch die iibliche Form (33). Dies 
sist die tiefere und somit wertvollere Natur der relativistischen (mit vier 


aftkomponenten arbeitenden) Anschauung. 


--l 


eta Physica VI/3—4 


folgendermassen schreiben : 
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Mit der Frage der kovarianten Form des D’Alembertschen Prinzips || 
sich (ausgehend von der Fassung von Gy. Farkas) auch FENYEs bef 
[16]. 

Von dem kovarianten D’Alembertschen Prinzip kann man leicht 
konkreten Form der Zwangskraft gelangen, wenn man die Nebenbeding} 
(47) mit der Methode des Lagrangemultiplikators in Betracht zieht : 


20% (Mu;) — F; aa A (t) a; (x) - ( 


dt 


Unbekannt sind jetzt die Gréssen u;, M und A, die durch die Gleichungen | 
und (29) bestimmt werden kénnen. Die kovariante Form der Lagrangegleie | 
gen erster Art (34) wurde unabhangig vom D’Alembertschen Prinzip auf Gri 
der Zwangskraft von MATRAI angegeben [17]. | 

Aus dem D’Alembertschen Prinzip lasst sich leicht das (iibrigens ad 
schon langst angeschriebene) kovariante Hamiltonsche Prinzip herleiten. Da 
Beziehungen zwischen der Eigenzeit und den Koordinaten bei der Variati 
eine unangenehme Nebenbedingung bedeuten widen, wird die Weltlinie | 
Bewegung in der mit Hilfe eines beliebigen Parameters p beschriebenen Fi 
x; (p) gesucht. Als Folge der Gleichung (32) ergibt sich : 


PG gh de ek x’, dx;| + 6 (Mc? w) we2 dM , 
dp \w 
wo 
2 , - dx, 
ae IE Te +, = Shee ( 
c dp | 


Es seien beide Seiten der Gleichung zwischen solchen Grenzen integriert, 
Ox; =i) a 


6 | Mc? w dp — § (F; 6x; + c26M) wdp = 0. ( 


| 
Mit Riicksicht auf die Deutung der Eigenzeit lasst sich die Formel (36) ay 


6 | Mc? dt (p) — § (F; 6x; + 2M) dt(p) =0. =( 

b 

Es ist ersichtlich, dass sich die Formel dann am einfachsten gestaltet, w 
der Parameter p = t gewahlt wird. Allerdings kénnen samtliche Ergebni 
auch in einer von der Parameterwahl unabhangigen Gestalt geschrieben we 


SiMe yan an ={(- Fide cdM| Y= ae 
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Als Wichtigste Anwendung sei das Variationsprinzip fiir den Fall der 
“orentzschen Kraft angeschrieben. Da in diesem Fall M = m = const., OM — 0 
ad F0x; einfach umformbar sind, erhalt man die Weylsche Form: 


0) | rnc® dpe y,;dx;|—0. (39) 


C 


om anderer wichtiger Fall ist derjenige der konservativen Krafte. Es ist bekannt, 

iss fiir jeden beliebigen Fall die Beziehung (6) gilt. Es gibt indessen spezielle 
Jriafte, fiir die diese Beziehung nicht nur bei der wirklichen Verriickung dx; = 
ujOt, sondern bei jeder zulassigen Verriickung Giiltigkeit hat : 


F, 6x; = — 26M . 


Hiche Kriafte seien hier konservative Krafte genannt. Dies bedeutet bei freier 
wegung, dass diese Krafte ein invariantes Potential haben und dass dieses 


ade die innere Energie ist : 
F; = — 0;(Mc?) = (40) 


‘as Hamiltonsche Prinzip (37) bzw. (38) nimmt bei konservativen Kraften 


“ne besonders einfache Gestalt an: 
0 (Mc? dt =0 oder in anderer Form: 0 \ Mc y— dx,dx,=0. (41) 


“ie Lagrangefunktion der konservativen Krafte lautet also bei beliebiger 


arameterwahl ne 
a Li(x,.x’) = M(x) ¢ Vax. (42) 


, nachdem, ob man M nach der Gleichung (14), (19) oder (21) wahlt, erhalt man 
s Variationsprinzip der skalaren Potentialkraft, der Nordstrémschen Gravi- 
fionskraft bzw. der dem Reziprokwert der Masse proportionalen Kraft. Der 
orteil des Variationsprinzips besteht darin, dass sie die parameterunabhangige 
rm ulierung des Bewegungsproblems gestattet. Es kénnte namlich der Gedanke 
auchen, dass die in der Nahe des durch M = 0 gekennzeichneten Punktes 
tenden iiberraschenden Ergebnisse (die »relativistische Abstossung« und 
é berschreitung der Lichtgeschwindigkeit) méglicherweise durch eine unrich- 
ze Anwendung der Eigenzeit t entstanden sind. (Hier wurde dr zu Null, dann 

itiv bzw. imaginar.) Auf Grund des parameterunabhangigen Variations- 
zips lasst es sich leicht nachweisen, dass dieser mégliche Einwand nicht 
ichhaltig ist, da sich jedes Ergebnis auch ohne Einfiihrung von t gewinnen 


a, oh 
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Auf eine Parameterwahl, die von einem anderen Gesichtspunkt 
besonders zweckmassig ist, hat kiirzlich SzAmosi hingewiesen [18]. Dems 
folge ist der Parameter p so zu wahlen, dass w = M sei. In diesem Falle ning 
das Hamiltonsche Prinzip (36) die folgende Form an: 


li 


Falls-es eine solche Funktion U (x, x’) gibt, fiir die 


1 / P 
— XX, 

ae; 
2 


re _M jar ; $5 Mte\dp=0. ( 


7 it , 
BANS Vomnr al Paget Nis omen A) on) ( 
Ox; Ox’. 2 4, 


I 


gilt, dann lautet die Lagrangefunktion des Variationsproblems (43) wie fd 
Lie ~ 
a Ue le ( 


[Als Ausgangspunkt der Berechnungen Szamosis diente die Form (45) 7 
konnte nachweisen, dass man bei jedem in Betracht kommenden Problem | 
entsprechendes U finden kann und dass dieses bei vielen die Rolle des aw 
in der Gleichung (17) vorkommenden aquivalenten Potentials spielt.] Der V 
teil der Parameterwahl nach Szamost liegt darin, dass zwischen den x;/' j 
keine ahnliche Beschrankung wie im Falle u; u; = — c2 besteht, da ja x; 
=pi = Mu;. Auf diese Weise wurde es méglich, die gesuchten vier Funktion 
(die Geschwindigkeitskomponenten und die innere Energie Mc?) symmetri 
durch die vier unabhingigen Komponenten des Vierervektors Pi zu erset 
und so die kanonische Behandlung in kovarianter Form zu begriinden. 


6. Dipolteilchen 


In letzterer Zeit stellte es sich heraus, dass sich der einfache Mass 
punkt nicht zu Beschreibung der iiber einen Spin S;, verfiigenden Teilchen eign 


Die Bewegungsgleichungen des Impulses und des Drehimpulses der Dipolteile 
sind die folgenden : 


y 


dt eau « 
4 ; 
gy Pk Bt Pi + Six) = 4%, F, — x, F;+ Dix. 


Hier ist Dj, das »innere Drehmoment«, das das Teilchen unmittelbar durch 


| 
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ig ‘ ngreift. Zur Elimination der iiberfliissigen Freiheitsgrade ist die Ein- 
hrankung 


Sip Uy, = 0 (48) 


jozufthren. Die innere Energie wird auch jetzt durch die Gleichung 


E, = ¢V— pipi (49) 


Neschrieben. Es ist indessen zweckmissig, die Ruhmasse M laut der Gleichung 


1 
M — —— ee uj; (50) 


| 


Snzufiihren. Multipliziert man namlich die Gleichung (47) mit u, und beriick- 


Bost man die Formeln (46) und (50), so gelangt man zu folgender Beziehung : 


Di| Uy. (51) 


dM 1 Leet 
—— = = — F; u; + — uj — (Din) - (52) 
2 c4 dt 


dt Cc 


ir die Veranderung des Absolutwertes des Spins kann aus der Gleichung 
7) folgende Beziehung abgeleitet werden : 


Zo 2 
1 
[ ds* == Six Dix > wo hots i Six Six 0 (53) 
dt 2 


en die erhaltenen Ergebnisse zuerst auf den Fall eines mit einem 
ange- 


Es sei 
ain verkniipften magnetischen Dipols mit dem konstanten Moment /;;, 


an dt. Bei diesem ist (durch einfache Verallgemeinerung der nichtrelativisti- 
hen Formeln) : 


. 1 
; i fous eli cour Oi frs» Din = Bir fer — Pexr Sir» (54) 


z der Formel (53) geht hervor, dass S? — const. Auf Grund der Formel (51) 
alt man den Ausdruck des Impulses : 


1 (dSix 


c 


uz + Mirfrs Us| 
dt : 


| 
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Aus der Integration der Ruhmasse (52) ergibt sich : 


l 
M =m— —— Lrsfrs : ( 
PA 


Durch Einsetzen der Ausdriicke (54), (55) und (56) in die Gleichungen (46) 1 
(47) gelangt man zu den zuerst von FRENKEL aufgestellten Bewegungsgleich| 
gen des klassischen Elektrons [17]. Es ist ersichtlich, dass im Falle eines magi 
tischen Dipols — also auch bei einem rein elektrodynamischen Problem} 
die Veranderung der Ruhmasse, die Erscheinung der inneren Arbeit aufty 
Die Rolle der invarianten potentiellen Energie / 
V=— a brs frs () 

~ | 

erinnert stark an die Rolle des Ausdrucks gq fiir das skalare Mesonenfeld. | 
Die Tatsache, dass die Veranderung der Ruhmasse einen wesentlic}} 
Einfluss auf den Verlauf der relativistischen Bewegung austbt, wird d 
folgendes Beispiel beleuchtet. Es sei ein magnetostatisches Feld angenomni 
das langs der x-Achse in die Richtung + « wirkt. Der Dipol sei in einen Pui 
der x-Achse verlegt, mit einem Dipolmoment in der x-Richtung. In diesem Fj 
hat der Impuls die Richtung x, ist die Energie konstant, desgleichen aug | 
Lage und die x-Komponente des Spins und des Dipolmoments : 


pS ee tela) _ mc? —uH (x) _ 
P Pi 1 — we 2 r) E =  fi—vwe = const. (| 
H (x) = fos » = const. 


Die Translationsbewegungsgleichung lautet dann folgenderweise : 


dp OH (5) yaar 
~~ te nN ih 1 = 
dt i Ox Y 


wer. ( 


Diese Gleichungen stellen vollstandige Analoga der entsprechenden Gleichung 
der Bewegung in einem statischen Skalarfeld dar, so dass saimtliche di 
gezogenen Folgerungen auch jetzt Giiltigkeit besitzen. Die Bewegungsgleich 
(59) lasst sich auch in folgender Form schreiben : ; 


motel PH mete), OH (x) _ 


| mc? Ox 
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+s ist also ersichtlich, dass ein bewegter Dipol auch bei anziehenden Momenten- 
tellungen nicht iiber alle Grenzen hinaus in die Nahe eines fixierten Dipols 
velangen kann, dass auch hier die Erscheinung der »relativistischen Abstossung« 
cuftritt. Fiir den Abstossungsbereich, fiir das Negativwerden der Ruhmasse 
5t die Beziehung 
pH{x) mec (61) 

Snarakteristisch. 

Wesentlich andert sich die Lage, wenn man den in der Formel (54) vor- 
Sommenden Proportionalitatsfaktor f nicht als konstant, sondern als folgende 
Vunktion der Ruhmasse annimmt : 


iia epee (62) 


ierdurch kommt man zu der Form (27) der Ruhmasse, die von BROGLIE 
us der Diracschen Gleichung hergeleitet wurde [15]. In diesem Falle tritt 
ei dem durch die Formel (62) charakterisierten Diracschen Elektron anstatt 
er »relativistischen Abstossung« Uberschreiten der Lichtgeschwindigkeit ein. 
Vom Gesichtspunkt der kernphysikalischen Anwendungen ist die Unter- 
juchung des im pseudoskalaren Mesonenfeld bewegten Dipols (Nukleons) von 
syesonderem Interesse. Die diesheziiglichen Gleichungen wurden von Havas 
Jufgestellt [20]. Das Dipolmoment ist jetzt aus Invarianzgriinden ein Pseudo- 
tektor : 
(63) 


uf 
oe Fee Eikrs Uk Srs 9 
2c 


VO &jx-5 den vollig antisymmetrischen Levi-Civitaschen Pseudotensor bezeich- 
et. Die Kraft und das Drehmoment lauten jetzt in Analogie des Falles des 


Gnagnetischen Dipols : 
F; = 4 fi, Dip = Mfc — Me ffis (64) 


jetzt fi= — 9; die aus dem pseudoskalaren Potential p gebildete Feld- 
tarke ist. Auf Grund der Gleichungen (51) und (52) gelangt man zu der konkreten 


iRaeinee Scene bis 
p= Mur — |G Hifi| 
(65) 
1 (dS; 
<= Im — a. mf ete | ee Uz — Mi fi a 
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Se) 
~ 
bo 


Diese Formel erinnert an den entsprechenden Ausdruck der Bewegung ¢ 
magnetischen Dipols. Untersucht man jedoch unter den fiir den Fall eiuj 
magnetischen Dipols eingehender diskutierten Bedingungen die Beweguij 
eines mesonischen Dipols, so gelangt man zu abweichenden Ergebnissen. In ein 
statischen Feld ergibt sich fiir die Bewegung langs der x-Achse 


mv mc? Op 
== a! ees E Se 1 = const. (6 
tote V1 — v3/e2 V1 — v3/c? ede 


b= ly V1 —v3J/e? = const. 


Die Translationsbewegungsgleichung lautet : 


Die Form unserer Gleichung stimmt mit derjenigen der Bewegungsgleichungt 
der elektrischen Punktladung iiberein. Die »relativistische Abstossung« tr! 
nicht auf, statt ihrer zeigt die trage Masse p/v =_7@/ die Erscheinung der »relati 
stischen Massenvergrésserung«. 

Der Unterschied zwischen der Bewegung des magnetischen und 
mesonischen Dipols beruht auf der Verschiedenheit des Transformatio 
charakters der Dipolmomente. Wenn der Dipol und die Geschwindigkeit paral! 
sind, ist das magnetische Moment eine Konstante der Bewegung, wahrer 
sich das mesonische Moment gemiiss (1 — v?/c2) —’* andert. (Auch der Unt 
schied zwischen der im skalaren Mesonenfeld und der im elektrostatisch 
Feld verlaufenden Bewegung wurde durch eine ahnliche Erscheinung herya 
gerufen.) 


| 


£6 Zusammenfassung 


Die obigen Darlegungen und die als Illustration vorgefiihrten Beispie; 
beweisen, dass die Bewegungsgleichungen der relativistischen Dynamik wey 
reichere Méglichkeiten der verschiedenen Bewegungsformen zulassen, als ma 
auf Grund der Untersuchung der Bewegung der Elektronen erwartet hat. Fi 
den Fall eines starken Anziehungspotentials konnten je nach den verschiedene 
Kovarianzeigenschaften drei hauptsichliche Bewegungsformen unterschiede 
werden : } 

a) Relativistische Massenvergrésserung. Innere Arbeit ist nicht vorhande 
die Teilchenenergie wird nur von der kinetischen Arbeit erhéht. Mit der Zunz ba 
der Geschwindigkeit erhéht sich die Trigheit so sehr, dass sie bei jeder noch © 


grossen (endlichen) Kraft das Erreichen der ES a verhinder 


WwW 
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}Fall der elektrischen Punktladung, des im pseudoskalaren Feld bewegten 
ipols.) 
\ b) Relativistische Abstossung. Die mit dem Potentialabfall einhergehende 
yegative innere Arbeit vermindert die Ruhenergie. Die negative innere Arbeit 
ind die positive kinetische Arbeit kompensieren einander, so dass die Tragheit 
jrotz der Geschwindigkeitserhéhung begrenzt bleibt. Das Teilchen erreicht die 
Jichtgeschwindigkeit, gleichzeitig wird die Beschleunigung zu Null. Infolge 
‘er weiteren inneren Arbeit wird die innere Energie, die Ruhmasse negatiy, 
ie Beschleunigung und die Minkowskische Kraft werden eine entgegengesetzte 
Richtung haben, es treten die abstossende Wirkung des Anziehungspotentials 
ind die Verminderung der Geschwindigkeit auf. (Fall der im Skalarfeld bewegten 
Punktladung, des klassischen magnetischen Elektrons.) 
c) Uberschreitung der Lichtgeschwindigkeit. Die Wirkungen der positiven 
Jinetischen und der negativen inneren Arbeit kompensieren einander, infolge- 
essen bleibt die Tragheit begrenzt und das Teilchen erreicht nach einem end- 
‘ichen Potentialabfall die Lichtgeschwindigkeit. Wegen des Singularwerdens. 
er Minkowskischen Kraft % wird in dieser Lage die der Grisse |/1—v2/c2 
roportionale Beschleunigung nicht zu Null. Die Teilchengeschwindigkeit tiber- 
hreitet die Lichtgeschwindigkeit. Infolge des entgegengesetzten Vorzeichens 
er kinetischen und der inneren ‘Arbeit bleiben die trage Masse und die volle 
‘eilchenenergie auch weiterhin endlich. (Im Zusammenhang mit den klassischen 
Jodellen der Quantenmechanik, mit dem quantenmechanischen Potential und 
em Diracschen Elektron auftretender Fall. Seine Verwirklichung wird im 
all von klassischen Teilchen durch das Relativitatsprinzip verboten.) 
Natiirlich sind dies nur die vereinfachten hauptisdchlichen Bewegungs- 
formen, zwischen ihnen kénnen zahlreiche Ubergangstypen auftreten. 
| Auf Grund dieser Ausfiihrungen muss hier festgestellt werden, dass die 
Welativistische Dynamik nicht nur im Falle der der Lichtgeschwindigkeit nahe- 
f@ommenden grossen Geschwindigkeiten, sondern auch im Falle der die Ruh- 
@nergie annahernden grossen potentiellen Energien eine wesentliche Abweichung. 
yon der Newtonschen Dynamik aufweist. Inwieweit die von der letzteren 
Sléglichkeit in der Natur gespielte Rolle wesentlich ist, werden ausser der elektro- 


ischen in erster Linie die kernphysikalischen Forschungen zeigen. (Der 
in, dass diese: 


er Hoffnung Ausdruck zu geben, 
J amik das Verstandnis einiger mit den Atomkernen 


rleichtern wird. 


und. 


sei den Herren Prof. K. F. Novosdtzky und 
Die Diskussionen, 


An dieser Stelle 
Szamost der Dank des Verfassers ausgesprochen. 


oe | 
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| 
die der Verfasser mit ihnen hatte, trugen wesentlich zur Klarung der aj 


; 
getauchten Probleme bei. 


ANHANG 


Die Energieverhaltnisse des Mesonenfeldes. Der Massendefekt der Atomkei 


Es war zu sehen, dass die Energieverhaltnisse der Bewegung im Skali 
feld wesentlich von dem Fall des elektrostatischen Feldes abweichen. (Im me; 
statischen Feld ist z. B. die mechanische Energie des fallenden Kérpers tr 
der standigen Geschwindigkeitszunahme konstant.) Die vollstandige Klaru 
dieser neuartigen Verhiltnisse ist erst dann méglich, wenn man das Geld 
der Mechanik verlasst und auch die Feldenergie in die Uberlegungen einbezi 
Dies soll nun im Anhang erfolgen, ) 

Ks sei ein Teilchen angenommen, das sich infolge der gemeinsamen Wirkw 
des elektromagnetischen Feldes und des skalaren Mesonenfeldes bewegt. 
Wirkungsintegral des Teilchen—elektromagnetisches Feld—Mesonenfeld-! 
stems lautet (in der allgemeinen kovarianten Schreibweise) [9] : 


S=—||me + 99 (2) + <a) [de — 
4 c dt 


i 
om rate (y) f(y) + 8° 8-9 (y) 869 (y) + Hey oF | |Detlgn| dy. 


82 


(Das Integral ist auf die Weltlinie x'(r) des Teilchens bzw. auf den durch 
Laufkoordinate y durchzogenen vierdimensionalen Raum zu erstrecken.) | 
Variation von x'(z) liefert die Gleichung der Weltlinie wie folgt : 


lhe" 


u| ah es | fe u’ — g 0x | . 
c 
Die Variation von qj(y) liefert die Maxwellschen F eldgleichungen : 


aT i ean ae 


c 


und die Variation von g(y) die Gleichung des Mesonenfeldes : 


Lie (y) = 478 0(y) . 
Qo bedeutet die invariante (Ruhe-) Teilchendichte : 
1 


sis ee ee Far o t)) dt 
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Es sei nun der vollstandige Energie-Impuls-Tensor des Systems bestimmt. 
Yieser lasst sich durch die Variation des metrischen Tensors g'(y) bilden : 
1 
0.5 = === 
2c) 


T ix \Det|gix| dg'* dy . (73) 


thrt man die Berechnung aus und schreibt man T;;, sofort mit dem Ubergang 
~i~—> 0, auf die kartesische Metrik um, so erhalt man: 


eit 1 
T ix = Moe, UU; Uy, ici as — dix tis fs| air 
Ast | 4 
(74) 


i 1 
+ Jar ao = bu Bev 8p +0299) 
j An 2 ; 


as erste Glied, das sich nur am Ort des Teilchens von Null unterscheidet 
(log!), ist der kinetische Energie-Impuls-Tensor Ti. Das zweite Glied ist der 
sinergie-[mpuls-Tensor des elektromagnetischen Feldes (Ti), das dritte der 
les Mesonenfeldes (Tig). Bildet man aus den einzelnen Gliedern die Kraft | 
iach der Gleichung (1), so ergeben sich der Reihe nach folgende Ausdriicke : 


— feTh Fav =— (Mu), — [Tht dV =~ fine, 
dt dt dt c 
(75) 
= [ari soay — 5 810. 
dt 
Aus der Herleitung folgt, dass 
Ox T ix = 0 (76) 


ind dass somit die Summe der drei Beziehungen des Ausdrucks (75) Null betragt. 
‘Diese Summe liefert gerade die Bewegungsgleichung (69). 
Die unmittelbare Folge der Giiltigkeit der Gleichung (76) ist, dass die 
nus T;, gebildete Energie konstant ist. 

Mec? 
V1 — v?/c? 


+<-[(@+ av + 
8x 


eee — — [TudV= E+ EF + EM = 
(77) 


_ 1 1 ce = 
3 ar | d g)2 + — |— + #92] dV = const 
: +2 {[emane to (g 


Nach solchen Vorbereitungen sollen nunmehr die Energieverhaltnisse 
an Hand eines konkreten Beispiels untersucht werden. Es sei ein Teilchen ange- 


mmen, das sich — unter Wirkung seiner sehr grossen Masse oder Ausserer, fixie- 


render elektromagnetischer Krifte — dauernd in einem bestimmten Punkt 


> des Feldes im Ruhezustand befindet. Ein anderes Teilchen (mit kleiner Masse) 
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bewegt sich infolge der Wirkung des vorigen statischen Mesonenfeldes | 
konstanter Beschleunigung gegen den Punkt P zu. Das bewegte Teilchen | 


der Wirkung eines statischen Skalarfeldes ausgesetzt, so dass das Mesonentfi 
laut Gleichung (16) keine Energie auf dieses Teilchen ubertragt. Die Ener 
des Teilchens ist trotz der standigen Geschwindigkeitszunahme unverandd 

Die sich im Mesonenfeld anziehenden Teilchen haben eine gleichnam 
(positive) Ladung. Sowohl das ruhende als auch das fallende Teilchen verursaé 
nach der Gleichung (71) ein gleichnamiges (negatives) Potential. Die Fol 
davon ist, dass die Feldenergie im gleichen Ausmass, wie sich die beiden Teilel! 
einander nahern, zunimmt. Es stellt sich nun die Frage, woher diese Energ 
zunahme gedeckt wird, da sich ja die Teilchengeschwindigkeit ebenfalls erhé} 
Die Energie des fallenden Teilchens ist konstant, so dass einzig und allein ¢ 
ruhende Teilchen in Frage kommen kann. Mit dem Naherkommen des fallenc) 
Teilchens nimmt das Mesonenpotential am Orte des ruhenden Teilchens ein) 
immer grésseren negativen Wert an. Die Energie des ruhenden Teilchens nim} 
(infolge der negativen inneren Arbeit) ab. Das Feld verrichtet natiirlich a 
am bewegten Teilchen eine negative innere Arbeit, doch wird diese dort dur 
die positive kinetische Arbeit kompensiert. Die Summe der Teilchenenergi 
und der Feldenergie ist, wie man sich davon leicht durch eine unmittelbd 
Berechnung tiberzeugen kann, selbstverstandlich konstant. 

Die Energiebilanz gestaltet sich infolge der obigen Umstande im Skal: 
feld (im Fall von einander anziehenden gleichnamigen Ladungen) ganz and 
als im elektromagnetischen Feld (im Fall von einander anzichenden unglei 
namigen Ladungen). Der Unterschied geht augenfallig aus der nachstehend| 
Zusammenstellung hervor* : Bei der Naherung von zwei einander anziehend: 


*Bei der Untersuchung der ungewohnten Energieverhaltnisse des Mesonenfeldes st 
sich die Frage, ob die hier vorgefiihrte Zerlegung des vollstandigen Energie-Impuls-Tensors ( 
allein méglich ist. Fraglich kann nur die Deutung des mit T#, verkniipften Gliedes &c—* Oy uj U; 
sein, da es ja gleicherweise die fiir das Teilchen und das Mesonenfeld charakteristischen Anga 
enthalt. Wenn man den vollstaindigen Tensor in der Form 


tT = MQy Ui Uk 5 


1 1 
Tik = ve lave Ok P — > Oik (Or p Ory + pe | + (8e~* Qo uiur) 


in Teilchen- und Feldgréssen zerlegt, wird das Verhalten der Teilchen- und Feldenergie voli 
mit dem Fall des elektrischen Feldes tibereinstimmen. Die innere Arbeit ist Null, die Ruhma 
konstant, und auch im Mesonenfeld tritt die relativistische Massenvergrésserung auf. Aus ei 


solchen Wahl des Energie-Impuls-Tensors des Mesonenfeldes ergibt sich jedoch die Bewegun 
gleichung in der folgenden Form 


GR: ~ M dt 1 duj 
m= Fy = — Jee Tit Sav = —g (0+ uy ut) On 9 — & aa 


: 
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jeilchen gestalten sich die Verhaltnisse folgendermassen : 


* 


Bei Bei 
elektrischer Kraft mesonischer Kraft 
RIOR CE IGE 0 rin Cay oon skew ee ook nimmt ab nimmt zu 
Hie Energie des fallenden Teilchens ........ nimmt zu ist konstant 
“tie Energie des ruhenden Teilchens Er ist konstant nimmt ab 
a eee Ee sae anes 
j Gesamtenergie konstant konstant 
: 
} 


Es sei nun ein quantenmechanisches System von Teilchen betrachtet, 
as von dem durch den Ausdruck (71) beschriebenen Mesonenfeld zusammenge- 
yalten wird. Da der quantenmechanische Grundzustand stationar ist, kann 
vie Gleichung (71) folgenderweise geschrieben werden : 


Ag — 29 =4ago V1— ve . (78) 
)/ie gemeinsame Energie der Teilchen und des Mesonenfeldes ist laut der Bezie- 
ng (74): 


B= DEM + EM = DI te [lena + eelav. 09 


v2/c? 82 


indungsenergie wird hier jene Energie JE genannt, die bei der Annaherung 
er aus dem Unendlichen ohne Anfangsgeschwindigkeit kommenden Teilchen 
neinander, beim Ausbau des stabilen, gebundenen Zustandes frei wird. Auf 
ese Weise ist bei der Berechnung von 4E bei E’ die Summe mc” der im freien 
ustand giiltigen Ruhenergien der das System bildenden Teilchen wegzulassen. 


Ayy Me 
AE=E'—Ame= >| am |+ 


1 
(80) 


+ [[graagy + eer] ar. 
80 


t zweiten, im Feldenergieglied sei eine partielle Integration ausgefiihrt und 


ant der Ausdruck (78) beriicksichtigt : 


AD ie > (ee Me AE — mc? 


1— J1— ve 


=i xo Vl— ve av = 
2 


(81) 


=) (see — me — lip poe]. 
Sih : 


1 — v*/c? 


Pewee eee lS 
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Das erste Glied (die um das konstante mc? verminderten Teilchenenergi} 
kann sowohl positiv als auch negativ sein. Das zweite Glied ist die unbedi} 
positive Feldenergie. Bei kleinen Geschwindigkeiten und einem beliebigen Pp} 


Av 
1 1 
A : E mv? + oa er . () 
1 Ff I 


Dies ist der tibliche nichtrelativistische Ausdruck fiir die »kinetische Energie} 
potentielle Energie«. Es ist jedoch bemerkenswert, dass die nichtrelativistis¢ 
»potentielle Energie« nicht mit der Feldenergie identisch ist. (Diese potenti¢ 

. . . . ae 2 me 1 ie 
Energie ergibt sich im Falle von v? <c? zu bd marae (41 


2 
Im gebundenen Zustand ist die Gesamtenergie des Systems kleiner 

die Summe der freien Ruhenenergien der das System bildenden Teilchen, 
ist AE negativ. Die als letztes Glied im Ausdruck (80) stehende Feldenergie | 
dagegen unbedingt positiv und grésser als die Summe der Energien des du 
die einzelnen gesonderten Teilchen hervorgerufenen Feldes. Dies bedeutet, d: 
das erste Glied des Ausdrucks (80) bedeutend negativ sein muss. Es ist a 
ersichtlich, dass sich der fiir die Bindung charakteristische negative Energi 
wert im Skalarfeld nicht aus der F eldenergie, sondern aus der Teilchenener 
genauer aus der unter den konstanten Wert mc2 abgesunkenen inneren Ener; 


Me? ergibt”. 


os 
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*Die hier gezogene Folgerung ist fiir den Fall eines skalaren neutralen Mesonenfeldes g} 
tug. Einige neuere Untersuchungen [21] weisen auf die Wahrscheinlichkeit hin, dass das « 
schweren Kerne zusammenhaltende »effektive Potentialfeld« in guter Naherung durch 
Skalarfeld beschrieben werden kann. Die innere Arbeit tritt auch im Falle des pseudoskalar 
m-Mesonenfeldes auf, auch dort nimmt die Feldenergie die in der Gleichung (79) vorkommen 
Form an. Man kann sich deshalb vorstellen, dass die vorliegenden Darlegu ; 


ngen — zum Teil o 
zur Giinze — auch fiir Atomkerne Giiltigkeit haben. Im Innern des Atomkernes kann die Abnab 
der Ruhmasse noch grisser sein, 


; als aus dem Massendefekt hervorgeht.-Diese Abnahme hat ¢ 
Positive Feldenergie und die kinetische Energie zu kompensieren, ausserdem hat sie den bec 
achteten Massendefekt zu liefern. Es ist daher anzunehmen, dass die innere Arbeit, die Abnahr 
der Ruhmasse bei der Bindung des Atomkernes eine Rolle spielt. Beim Einfang eines Nukleo 
kann die geleistete innere Arbeit einige MeV ausmachen. 
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BHYTPEHHAH PABOTA B PEJIATHBHCTCKOH JTMHAMHKE 
IT. MAPKC 


Pe3swme 


. B padote paccmaTpuBaeTca BOMpOC O PeNATHBUCTCKOM MHHAMMKE I[eHTpa Macc B TOM 
cayuae, KOrfa YeTbIPe KOMMOHCHTA CHJIbI HE 3ABUCAT Apyr OT Apyra. B 9sTOM ciyuae 
TBHE CHJIbI MO}KET YBeJIMYMBAaTb SHEPrHtO WeCHTpa Macc ABYMA NyYTAMH : WIM WyTeM yBen- 
A CKOPOCTH (KHHETHYeCKAaA padorTa), uM 2Ke yTeM yBeCIMYCHHA MaccbI NOKOA (BHYTPeCHHAA 
Ta). B 91€KTPpOMAarHHTHOM T10e HaCTyNaeT TOKO MepBoe, HMCHHO B 9TOM cJIyy¥ae UMeeT 
0 ABIeHHe “PeIATHBUCTCKOrO yBeIMYeHHA Maccb». B cKaJIAPHOM Noe MB Apyrux ciy- 
BHYTPeHHAA padoTa cylIl€CTBeCHHO BIMACT Ha MIPOT€KAHHE ABCHHA, MOXKET OTCYTCTBO- 
[M4YCHHE MaCChI HM BMCCTO STOTO MODKET HACTYNMTb ABIICHHE «PCIIATHBUCTCKOTO OTTAIJI- 
HH) HIM MepewiarHyTHe cKopocTu cBeTa, Ha MoKa3aHHbIX NPpHMepax paccMOTPeHbI u 
e 9HepreTuyecKkHe OTHOWeHHA. Odulee BbIPAKeHHE CHJIbI aeT BO3MOKHOCTb MpocTore 
a KOBapHaHTHbIX NPHHUWNOB BapHalnn. 
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DETERMINATION OF THE MAGNETIC 
“INTERACTION IN THE H, MOLECULE DUE TO THE 
MOTION OF TWO ELECTRONS 


By 
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DEPARTMENT OF CHEMICAL INSTITUTE OF MATHEMATICS OF 
PHYSICS, TECHNICAL UNIVER- THE HUNGARIAN ACADEMY OF 
SITY, BUDAPEST SCIENCES, BUDAPEST 


(Presented by I. Kovacs. — Received 13. III. 1956) 


i An approximative method is given for the wave-mechanical calculation of the magnetic 
Steraction energy due to the motion of two electrons. The method is applied to the case of the H, 
olecule. By using WANG’s approximation for the eigenfunctions and retaining his values for the 
hrameters, an energy of 8,24 - 10~4 eV was obtained. This value agrees in magnitude with that 
Hleulated from the nuclear spin — nuclear spin magnetic interaction of H,, and is about 60% 
» the electron spin — electron spin interaction energy as calculated for He, it is greater, however, 
7 one order of magnitude than the magnetic interaction energy of the He atom resulting from 
‘he motion of the two electrons as calculated from the more accurate, retarded energy expression. 
In the course of the investigation it became necessary to determine iwo centre 
“tegrals which are as yet unknown in the literature. Their calculation is given in the 
“ppendix. 


I. Method for the wave-mechanical calculation of magnetic interaction 
caused by the motion of two electrons 


It is common knowledge that from Brert’s equation [10b] finer interac- 
am j 
—|. but 


ons between two electrons can be deduced, accurate to the order of 
c 


hat the determination of all the energy terms is mathematically rather compli- 
ated. Nevertheless, these calculations were performed for the triplet state 
? He and He-like ions by Breit [10b ], and for the ground state by Eriksson, 
osp. Sucuer and Foury [15a]. As far as we are aware, it has never been 
ttempted to apply Breit’s equation to two-centre problems, probably be- 
ause of the great mathematical difficulties which are to be expected. 

- In the following we describe, within the framework of non-relativistic 


antum mechanics, a simplified method for the wave-mechanical calculation 


’ the magnetic interaction energy due to the motion of two electrons. This 


od can be readily applied to the case of the H, molecule. 
The classical magnetic interaction energy between two moving electrons 


snown to be given by 


iL A oes ° 
———— eos (ra re ? (1) 
(EIY see 


ere e, is the elementary charge, and rj. the distance of electrons moving with 


eo. 


ms," 
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velocities rs and Tie Both these velocities refer of course to the same cysten| 
; 


coordinates. 
Equation (1) contains the following simplifications : 
a) The expression for the vector potential used in deducing equation} 
is not retarded, but this does probably not cause deviation in the order 
magnitude [cf. 10a] for electrons not too far from each other. 
b) The vector potential itself has been deduced on the assumption [| 
that the electrons are moving without acceleration and therefore are not rad} 


ing. Since we propose to use equation (1) for the determination of the int 
action between electrons moving in stationary orbits, and since contrary; 
classical theory, it is a fundamental theorem of quantum mechanics that e} 
trons in stationary orbits are not radiating, we feel that this appro] 
allowed. 

c) In the denominator of equation (1) 7, itself is an approximatil 
instead of which s ought to stand given by | 


2 2) (m2 2 
s = Vx. + (1 — B?) (y72 + 242) . | 
where xj, ... is the difference of the two sets of electron coordinates x, .../ 


oleae = [12]. Because in Bohr’s theory of the H atom the velocity of the elect 


in the ae Bohr orbit is of the order of v ~ 10° cm/sec, i. e., two magnitu) 
smaller than the light velocity c, for electrons moving in an atomic system | 
factor (1 — B*) deviates but very slightly from unity. So this approximat 
cannot cause any substantial error. 

The use of the retarded expression [10a] corresponding to (1) woi 
probably furnish more accurate results, wherefore the following calculat: 
of the magnetic interaction energy on the grounds of equation (1) can only 
regarded as a first approximation necessitated by mathematical difficulti 

The energy term (1) cannot be incorporated in the time-independ 
Schrédinger equation as a potential energy, for T,, depends on the electi 
velocities and, if it were treated as a potential energy, it would make the potent 
energy V too, time dependent. On the other hand, the time-independent Se 
dinger equation for the stationary case is only valid, if the Hamiltonian J 
equal to the total energy of the system (H = T + V = E). But this condit: 
is not fulfilled unless the system is conservative and scleronome, i. e., ur 
the potential energy depends solely on the coordinates, and the kinetic ener 
T is a homogeneous quadratic form of the velocities [3]. 7 

To overcome this difficulty, T,,, must be regarded as a kinetic energy te 
when the total kinetic energy for two electrons will be - 
; 


Pet =e Te 
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jhere 
9 . 
m, 12 mM, r 
a 012 
{By - f 
2 2, 
ad 
} 
Sites 
- 0 (2 
| re eee ates (F182) 5 
mrs 


% being the electron mass, and e, the charge. 
_ The generalized momenta will be 


: 

| F 1 e2 4 

| Ne LATS opera era (4) 
Cc” M12 

c 

il ee 

H Pe = Mg LG rm ese rae 1 

. CNTs 


Expressing the velocities r, and fro, on the basis of equation (4), as func- 
sons of p, and p,, and substituting the relations so obtained into equation (3), 
‘will be found after simple calculations that for two point charges of the same 
aarge e, but of different masses m, and m, 


e 
Me Pt a my P> se sree (P1 Pe) 
T = ef = = (5) 
% Im My, — ye 
Cc’ Ty{2 


oC 
- For two electrons, naturally, m, = m, = my, and e = é. Substituting 


h ‘ 
e wave-mechanical operators, Pi = ae grad, and P2= se grad, into equa- 
; a: mt 


ie 


on (5), we find the following operator for the kinetic energy : 


2 he e2 h2 
— ms, oe A,— m, , A, —2 : ‘i 7 Aw 
T— 82 87 > Cry, 87 ; (6) 
Mm, Mm, — af, 
re 
a2 e2 - 62 I 4 


ati va z 
19° Bx, Oxy OY, Byg 92 OZ 


1 For this form of equation (6) thanks are due to T. MArrat. 
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Applying equation (6) to the case of two electrons, and expressing } 
atomic units, we have > 


_ Agi leyetailie g 
T— 2 ce Tie 
ib ’ 
crt, 


‘ 


In the following, the second term of the denominator will be neglected, 0 | 
to its smallness (c = 137,3 at. u., the average of ry), r,, = 1,4 at. u.). Thus 
can separate T into two terms = - 4 | 


esd Tas 


the corresponding operators being 


Ty=—— (4, +4) 
and 
Tee Ans ; =a 
an at 2 


It should be noted that equation (9) deduced in the above ma 
complete agreement with the energy term of the above interaction in 1 h 
_ tivistic, but non-retarded two-electron aca of Eprcron | and 
[0b]. at) 
ao BE thus arrived at our _timeindepnden S 
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used by the motion of the electrons. In the ealculation WANG’s approxi- 


bs 


ate wave function was used: 


|" | Y = Ya (1) Yo (2) + Ya(2) y (1), (11) 
Wa (i) = /< es w(i)= ernie (¢ = 1,2) 


Tq. and r,. represent the distance of the i-th electron from proton a and 6, 
ectively. The value of parameter a is 1,17 for a nuclear separation of R = 
AQ at. u. 


‘The energy of the H, molecule is given by 


% * Hy dV, dV, ee 
oa Be A (12) 
fy pdV,dV, 
e H is the Hamiltonian operator for the molecule. 
If in this expression equation (9) is also taken into account, then 
< H=H14+HE, (13) 


> H) is the Hamiltonian operator without the magnetic term, and 


a . Pe Ag 


eq : Cc Ti92 
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Ji = | va(1) yo (2) [ya (1) yo 2) dV, dV = | 


T12 


A me ee 
= | Ya (2) Yo (1) —* [a (2) yo (1)] dV dV, , 


Ti2 


Ju = {ve (1) v2) 12 [y9(2) vs W)] dV dV = 
= | vo(2) ¥5(2) 412 Ty, (1) ¥5(2)] dV, dV, 


Ti2 


equation (15) will be transformed into 


ip 1 2 (Ji + Jn) = 1 He mle 
“< c | y* pdV,dV, 1 3 


where 
| 2 i \2 
st = fron (1) dV, F = ek + @R + por 
| 


Tt can be seen that integrals J; and Jj; are the Coulomb and excha 
integrals of the magnetic interaction term. At first, their calculation seer 
to present substantial mathematical difficulties, since two-centre integrals 
this type are unknown in the literature. Yet, by expressing the wave functil 
in Cartesian coordinates, performing the derivations, and thereafter chan 
over to elliptic coordinates, we have succeeded in reducing integrals J; and 
to types treated in the literature [1, 7, 14, 16, 18], and thus in expressing t 
as functions of parameters a and R. Details of this calculation are given in 


Appendix. 


Substituting Wanc’s values for the parameters (a = 1,17, R=1 
at. u.) into the formula of J, and J, respectively, we obtain 


gai = 1,34-10-3 eV, 
ca 


i 
ee pee — 1537. 10=*eV | 
a 


By the substitution of these values into equation (17) we ultimately get 
the magnetic interaction energy 


Tm = Hin = 8,24-10-4eV. ( 


DETERMINATION OF A MAGNETIC INTERACTION IN THE H, MOLECULE 387 


The error in the spectroscopic determination of the binding energy of the 


‘[, molecule being + 6 cm! 


, which corresponds to about 6-10 4eV, the 
‘itimately obtained energy is of about the same order of magnitude as is the 
‘ncertainty in the measured value of the binding energy.” 

In these circumstances, it seemed unwarranted to repeat WANG’s vari- 
‘tional calculation with the added H? term, because this probably would in 
40 way have influenced the values for a, R, and the binding energy (e=3,76 eV 
%, Wane’s work), and would only have affected the numerical value of Tin, 

ut not its order of magnitude. We made trials with a fixed R (1,40 at. u.) 
nd with « = 1,16, resp. 1,18, and found T,, to be 3,24. 10~* and 2,31. 10-* eV, 
‘espectively. Obviously, then, with R= 1,40, T;, does assume its extreme 
Sr a = 1,17, and variation of the parameters merely changes numerical values, 
ut not orders of magnitude. The determination of Tm with the original values 
Mf Sucrura (R = 1,64, « = 1,00) gave 8,68 - 10~* eV which is in practical 
“greement with equation (19). 

; Attention must still be paid to the apparent contradiction that while, 
‘ccording to quaxtum mechanics, the magnetic moment of the ls electrons in 

ydrogenlike atoms is zero, and therefore the magnetic interaction energy 
Yetween the orbital momenta is expected to be likewise zero, the value result- 
ig for T,, is nonetheless different from zero. This is probably due to the fact 
hat, because of their mutual interaction and the action on them of the nuclei, 
‘he 1s electrons with initially spherically symmetrical wave functions are per- 
bed in the H, molecule. This perturbation destroys the symmetry and enables 
“he 1s electrons moving in the field of the two nuclei to acquire a magnetic 


aoment different from zero. The situation may be conceived of as one similar 
Waals forces, namely, the induction effect, 


9 one of the causes of the van der 
svhere molecules which are initially not dipoles induce dipoles in, and attract one 


nother.* 

2 ei D841 G, (20) 
energy ¢, Dj denotes the dissociation energy, and G;, the zero 

pint energy. According to BEUTLER and JUNGER [2], D} = 36 100 + 40 cm and G, = 2174 

n-1, but according to HerzBerc, Dj = 36 100 + 6 cm [6]. 

So we have: 


wh this expression of the binding 


e = 38.274 +..40 cm“ (reap., 26 em!) ~ 4,74 eV. 
should be noted, that the literature generally gives the calculated value of the binding 
nergy of the H, molecule to two decimals. _ 
_ 3 The authors hold that if the wave oe ee 
s, if the electrons are regarded as electrically charged mass Pp € 
I ent, due to the motion of the Is electron in a hydrogenlike atom, and the he density 
ectively, is equal to zero, does not mean that that electron does not move in re ee A the 
s; it merely indicates a uniform probability, as given by the wave pepe in sae 
there on the surface of a sphere with radius r, making the time average of the orbit magne! ic 
yent zero. It is now easy to imagine a motion of zero average magnetic moment but wi 
-vanishing individual momenta, and then it is at once understandable that the uae ayreate 
magnetic interaction energy arising in two electrons of such motion can, ae : o egos 
In this manner, in our opinion, the energy term (9) could also appear even the 1s electrons 


not perturbed in the H, molecule. 


ons are interpreted, with M. Born, statistically, 
oints, the fact that the magnetic 
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of the two electrons can also be estimated along classical lines. 
Substituting in the formula: 


a 
Lae; 

Oy ae 

Cy = — See ale 
ae ee: 


~} 
x 


Tyo = KR = 1,40 at. u. for the average of r,,, for the average velocity rT, =f 
= 1,00 at. u. (this being the electron velocity in the first Bohr orbit), c = 13) 
and cos § = — | (i. e. supposing that the electrons so to say avoid each ot! 


[5]) we find 


sues Sas es au, cr Ty COS = Fiala air a ee as 1) a 
exp elts (137,3)? 1,40 


| 
| 
= 3,77- 10-5 at. u. ~1- 10-3 eV. | 


It can be seen that this value agrees both in sign and magnitude with the quanti 
mechanical value. 

For lack of appropriate experimental data, our result obtained in eqy 
tion (19) cannot be compared directly with experience. Energies of the or 
of 10°3 eV correspond to microwaves of about 1 mm wavelength, but in t. 
region the microwave spectrum of the H, molecule has not yet been deter 
ned [4 ]. 

Though at present still impracticable, there are two ways we wot 
suggest in principle, by which to check the value of T', experimental 
One suggestion is this: if it were possible to measure the binding ener! 
of the H, molecule to an accuracy of 1 em™} (+ 1074 eV) and to e¢ 
tinue the James-Coo.ipce calculation [7] by using further ter} 
of the wave function, so that the convergence of the value of the bindi 
energy were determined with an accuracy of 10~4eV, then one fourth of 1 
difference between the two values so obtained ought to give the value of Tp, 
calculated in the foregoing (taking the spin — spin magnetic interaction aj 
the magnetic interaction between the magnetic moment resulting from t 
motion of one electron and the spin of the other electron to equal (16 
further, neglecting the magnetic interaction energies with nuclear spins, a 
also the relativistic effects). q 

As regards the second suggestion it is known that, because the time av 
rage of the total angular (orbital and spin), and therefore also the average 
the magnetic momenta of the two electrons is zero, the very small Zee: 
splitting up of the 1X ground state of the H, molecule is only the consequer 
of the magnetic moment produced by the rotational motion of the mole 
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ad that connected with the nuclear spins [6]. In a field of H = 3600 Oersted 
it the 7 = 1 rotational level, with the aid of the molecular beam ramets 
psonance method, in the radiofrequency region at 8 - 107-5 em! (~ 107° eV) 
yAmsEY [13] observed frequencies that correspond to the transitions ee. 
yeen the individual levels of the Zeeman splittings due to the rotational 
hotion of the H, molecule. 

Ketioc, Rasi, Ramsey and Zaccuarias [8] observed transitions 
yetween the H, hyperfine Zeeman levels in the rotational state J=1 at 107 3cm™1 
~ 107% eV), in a field of H 10000 Oecersted. For a more detailed dis- 
massion of the spectrum observed, it became necessary, among others, to 
uke into consideration the energy which is due to the magnetic interaction 
Yetween the nuclear spins. The following formula was deduced [8] 


(: ae 
=n 


WO) = ary (3M? —j(j +1] (3M2—T(T+)]. (21) 


here ay;; denotes a numerical constant, r the nuclear separation, fj = gy Ti) 
a numerical constant, 4), the nuclear magneton, JT the resulting nuclear 
pin of the two nuclei, 7 the angular momentum of the molecule caused by 
rotation, and M; and M; denote its respective components along the direction 
Mf the field. 
To be of the same order of magnitude as the energies in the expression 
9), the energies of the transition between the above Zeeman levels must be 
Yhereased at least thousandfold. Because the energies corresponding to the 
Andividual Zeeman transitions are linearly dependent on the external magne- 
¢ field, the above data would specify a field of 10° to 10° Oersteds. Obviously, 
nen, (19) cannot possibly be controlled in this manner. Besides, since in the 
eeman splitting up it is the time average of the component of the magnetic 
19ment in the direction of the field which interacts with the external field, 
energy term similar to (21) would in our case most probably vanish and, 
ccordingly, the interaction investigated could not be determined from the 
trum produced by the microwave Zeeman transition of the ground state. 
On the other hand, equation (21) enables us to estimate the magnetic 
raction energy (19) indirectly, by starting from experimental data. If a 
ge in the nuclear spin — nuclear spin interaction energy, which might possibly 


aused by the external field, is neglected and (21) is so regarded as equalling 
he H, molecule ; if, further, 
spins is assumed to equal 
electrons, and 


he magnetic interaction energy of nuclear spins in t 
1e magnetic interaction energy between electron 
> magnetic interaction energy caused by the motion of the 
h to be the 18472-fold of the nuclear spin magnetic interaction energy, then 


following simple calculation can be performed. 


390 J. LADIK and Mrs. A. CSUKAS I] 


In the formula | 


~2 
Wear am [3 M?—j(j+)][3M>?—T(T +1) 
fe 


we substitute 7 = 1, M; = 1, T = 1 (parallel nuclear spins), M7 = 1, and 
KELLOG and coworkers’ data 


Oe = He = a3 — 34,1 Oersted, 71= 1,38- 10-23 Gauss ema 
we get 
Wo == - 1,38.- 10-38. 34,4 [3 —1(1 4+ 1)] [3-10 +)] = 
== - 1,38 - 10-28 . 34,1 = 1,88 - 10-2 erg. = 1,17 - 10- eV | 
and ultimately | 


Pelli 10-1 - B43 1s 10s 


This value, as can be seen, agrees with (19) both in sign and in magnitu 

Eriksson [l5a], who with the use of Brert’s equation calcula 
for the He atom the value of the magnetic interaction energy due to the moti! 
of the two electrons, found it to be 0,88 em~1(~ 9 - 10-5 eV). The discrepan 
between his value and the one in our equation (19), which is of an entire or 
of magnitude, is probably due partly to the difference between the He and _ 
problems, and partly, probably, to the use in our calculation of the non-retard: 
expression (1). 

SESSLER and Fo.ery [15], on the other hand, determined for He t 
magnetic interaction between electron spins, and found it to be 16 em~1 (“= 
10me eV). 

SucHER and Fouey (15a] again calculated this interaction energy ter 
using the BREIT operator, and for hydrogenlike eigenfunctions found it.to | 
14 cm! (~ 1,4 - 1073 eV). Our value (19) is about 60% of this.4 


ov 
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‘It should be noted that by using Hylleraas eigenfunctions with three paramet 
Sucuer and Forry found 8 em-1(~8 . 10—4 eV). The agreement of this value with that of ( 
which latter had been calculated with hydrogenlike eigenfunctions, should be attributed to cha 
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APPENDIX 


_ For the determination of the magnetic interaction energy between the 
lectrons of the H, molecule we have to calculate the integrals 


F=f yo(1) v2) [ye wo] AV a¥e = 


, , Tie (22) 
I | Ya(2) Yr (1) [p, (2) ys (1)] dV, dV, 
In = { ve(l) y (2) =" [vs 2) vo(1)] d¥idVa = 
12 (23) 


Tie 


| ={r (2) y» (1) 22 [vo (1) yo (2)] dVi dV 2, 


ees a8 —or, ,, 
vel =| Se ne wo=|/ Se “(i= 1,2) 


g ge a2 
UT ere nea! Sel BE aot, ck 3 
so OX, OX, Oy OY 21 2» 


“Let us now perform the derivations under the integral and introduce 
tic coordinates i 
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co +1 27 


aera | I) f Cae at —1) (199) (98 1) (1)? 


“Cos (P2— ae fy Ma Vy Py — fy Vy + He Vg — 7 (41 — 1) (Ha + 2) - 
a) 2 DI P| | | 0x (| PL. (4) Ph(¥%g) c05 j (P2— 91) diy duty dv, dg doy, 
k=0 j= Me 1 Ss 


) 


and. = ; 


[4 1) (Lr) (43-1) (1-99)? 08 (2 


co +1 27 


oa peel) } i IIe“ lest i) 


— fy Mey Pg — (V4 + Hg% + F (44 — V;) (Hg + Vy) 


> Sip) (| Ql me 0) PL) 08) Pas) dt dad dad dy | 
=o j—0 NS 
: . 


where 
= Cain : — 
and a SS 
fl ee cai 4 
Nila) UPL (Us) if ie ee = 


ets sk atl ane if fy > Hh a 
ep is | vrs “5 ss oe aie a ia 
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b 2(2k+1 
| EFI Hh (m,n, 0) RE(m) Rh (n) (27) 
| 7 [k(k+ 1] 


The quantities appearing in the sums (24) and (26) are the following : 


oo My 


H;,(m, n, 0) = { Qi (Hy) MT ee diy | e— 2 5 Pr (Me) dg + 
1 1 


loc} u 


a | Qi (ty) Mi et duty | eH Py (Ug) U3 dg 3 
1 1 
‘ +1 
Ry (n) = | o" Pr) dv; 
=f 


a1 
6 y(n, 0) = | oe” Px (v) ds 
=" 


+1 


K;,(n, 0) = | 9" Px (0) ede. 
= 


— 
a 


“These integrals are known in the literature [1, 7, 14, 16, 18]. 
‘The quantities occurring in (25) and (27) are these : 


n,e) = i ule i ees te) [ (up — 1) (W3 le i if " ai" | dit, dpiy tia 
: e Vee eeu : aes 


a > ane. 


ee — 
2, y 
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Ji= ae i 4 (2k + 1) {tr (Hy (2,2, 02) — Hx (2,0, 2) — Hx (0,2, 2) — 
=H; (0,0, 0)) - t(s — P) (Ay (1,0, 0) — Hi, (132; 0) a 
+ (w(s—p)—I(s + p)) Ax (1,1, @) — r (I+ t) A; (0,1, e)} — ( 


-> ney = wT { p\(P- Hi (1,1, ¢) + 8H} (10, ¢)) — 


=F (OH, (1,0,0) +8 (0.0.03 |. 


where 

K;,(0, 0) =1; K, (1,0) =; K, (2,0) = w; ¥ 

G, (0,0) = p; Gz (1,0) =r; Gx (250) ==.3, b 
and : ~ 

Ki 1s 0) a= ieee 0 SIA eet ple Tc aes 
are of similar meaning. 

ado ( ] 1 
oe Oi (0,0 ga ae eee 
Leparen igneous thy 
23 


— 7 
esas LURES = Fh (0. 2, 0) = == = Hy (1, 1,Q)). a § 


In order to prove the convergence of the series expansion of Re we 
estimate the terms in the series of type (24). Integral G,(n, o) can be e 


by using the orthogonality of P,(v) to any polynom of an order lower t th 
and the uniform convergence of the series 


~ 
Le oc 


—S ee 


i e)' a! ; 


: et it ! 7S 
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x{m, n, Q) can be estimated in the following manner. Let us inspect the integral 


Sa My 


| Qx (tr) MT eet duty | eH? U3 Py (tg) duty . (30) 
1 1 


ee =r 


sing the asymptotic formula of the Legendre functions [9] i. e., the relation 


1 1 


| Qn (€) | < cp (+ 241)" 2[1+é/e@—1—-28] 


celle Th te Reciadn Fh 


alid for a € >1, where 


PAE eer ey jl 
Tes See tne 1) ys 


0 ==} 
Stirling’s formula ~ 


Al 
+ Ve—i)"! 20 +6 VB -1-8)’ 


ii< ate oe (31) 


Pec .1 and n > N(e)- = similar asymptotic formula applies to P,(:) 


— 


; Lae ae ee | 32) 
-: Rae i a ( 
| n> NEO) 


, ees ES a1 a 
0) we le a eine 651, for whieh eee 


a wera Set ee a poem 
i v f 
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Treating separately the two integrals which appear here, from (3H) 
(32), we have 


loo} 


a et wT Oy (Hy dy 


0) 


< | een 
j (an i ae =e 


tte 


6+ ¥e—1 


1 
20+ my Vt 1 — 8 


diy <J et ay 


il 
‘ eens ee du 
2(1+ a, Vu}—1— 2) * 


. | Ae pee WEE re : ot uP dy 
| k (G+ VR—I)"') +a, Ve] — 41) = 
. 


SaaS tee OER 


and similarly to the formen 


if 


~ 


[frond afm ie ¢ 24+ mae 
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JUULE 


jnere 
m 


2 me m! 
O om a 


nereby the convergence of the infinite series (24) and (25) is established. 


n : ak 


C;. = 94 . o2k—n—m 
ripe a 


) 


In the course of the numerical calculations 5 terms of the infinite series 
integral J; were taken into account. 
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MATHHTHOE B3AMMOQEHMCTBHE TIBYX DBWKYLUAXCA 3SJIEKTPOHOB 
JI. JIAQWK u A. UYKAILL 
: Pesiome : 
Tlaetca npuOanwKeHHblt MeTOA AA onpeqeneHuA SHeprun MarHHTHOro B3aNMOsleHCTBH A 
YX [BY)KYWIMXCA QICKTPOHOB MeTOAOM BOJHOBOM MeXaHHKH. 


Metoa, npumenen B ciryyae MOeKyIbI BOMOpOAA, MCHONb3yA MpHOMMKEHHBIC poeta 
vHKunH Bara. Octapiaa napamerpb! Banra Hev3MeHHDIMH ANA gHeprnn NomyyaeTca 


10-4 op. 
t 310 Eaceaiie To MOpAAKy BeMYMHDI CoBMaacT CO SHadeCHHEM pes u3 ue 
THUTHOTO P3aMMOselicTBHA M@XKIy cHMHAMH Aep, H3BeCTHOH U3 gee 2 ae aaa 
pHo 60%, oT 9Hepruu MarHHTHOTO B3aHMOMCHCTBUA MCKAY CMMHAMH 9J1eK Hoe ee 

lia ATOMa remus. OWHAKO 9TO 3HAYeHHE Ha MOPAAOK BeJIMYMHDI BILE, 4 alse 
HHOe JIA 9HepruM MarHUTHOTO B3aMMONeHcTBUA AByX ee bs wae oie 
Gonee TOUHOTO BLIPAKCHUA IHEPr 3ana3z/{bIBarollero B3an Moselic ee ahaa feaoe 
acueTaX MOTpeOoBaNOch oMmpesemcHne TAKUX WHTerpasoB C ABYMA I\CHTpaMH, 


atype He omncaHbI, Ux BpruncieHne AaHO B HIpHJ10}KeHUH. 


A Acta Physica VI/3—4 


“ * P é - * : Pi te? 
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- . ‘ Seep i Sides Mi octet ae oe 
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The paper deals with the investigation of molecules built up from n identical units using 
=rturbation considerations. By means of considerations based on a simple variant of the mole- 
» lar orbital method we succeeded both in the case of energy values and in that of bond orders 
poetins the results into sums of products in which the one factor contains quantities referr- 
"= only to the basic unit, and the second depends on the data of the series. The second part of 
Se paper deals with the calculations relating to the polyrylene series in order to illustrate the 
“efalnes of the general method. According to the results of the calculations the method can be 
ccessfully applied and by its means it becomes possible to investigate the dependence of the 
antities characterizing the series on the strength of the bonds connecting the single units. 


Introduction 


In theoretical chemical investigations cases frequently occur, in which the 
‘embers of a series of compounds can be obtained by aid of successive conden- 
‘tion of a given unit. Such problems are met with in the theoretical examination 
polymers, further some series of condensed aromatic compounds also belong 
re; thus for instance the members of the polyrylene series can be obtained by 
ccessive condensation of naphtalene, likewise that of anthracene yields the 
fiembers of the polyanthene series, etc. For the theoretical investigation of these 
nds of problems a simple variant of the molecular-orbital theory (linear combi- 
ition of atomic orbitals) appears above all suitable. For the present, on account 
the complicated molecular structure, there is namely not much hope for the 
plication of the refinements of the method to the higher members of the series, 
. the other hand according to experiences made so far the main regularities 
ie reproduced quite well also with the above-mentioned version of the molecular- 
bital method. Unfortunately, owing to the high order of the determinantal 
ion occurring, the application of even this simple method becomes ie 
us when the higher members of the series are investigated. Therefore at is 
rable to work out a treatment in which the calculations relating to the indivi- 
members of the series are reduced to those referring to the basic unit. For 
is purpose the use of the perturbation method seems most U2 FaAE: 
The above-mentioned problems were first successfully investigated by 
LSON AND RUSHBROKE [1]. Their treatment refers to the case in which 


| 
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there is a connection between the repeating units only in one place. This resy 
in an equation suitable for the determination of the energy values. In the follow) 


the same problem is dealt with using the perturbation method. 

The case investigated by us is more general in so far as it also extends| 
multiple linking of the units, furthermore formulae are developed for the det 
mination of the energy values as well as for the coefficients. On the basis of | 
latter the computation of the bond order and bond length, resp. becomes feasili 

The paper is divided into two parts. In the first the general method is ela} 
rated. The results obtained here are very general and suitable for wide-rang 
application as no special assumption is made regarding the individual un} 
Hence they are valid even in those cases when not only z-electrons play | 
important role within the unit (the problems of polymers). In the second pj} 
of the paper the treatment of the polyrylene series is presented. This serves } 
the one hand as an illustration for the use of the method, and on the other allo 
the investigation of some interesting properties of the series. 


The perturbation method for the treatment of systems built up from identical un) 


1. Basic assumptions and notation 


The one-electron function extending over the whole molecule (molecu 
orbital) is assumed to be the linear combination of functions centered on 4 
individual atoms (atomic orbitals) 


Yi = 1p U1 + Cop Ue + ... + en Un, 


where y; is the i-th molecular orbital and u, represents the electron functi 
belonging to atom k. The determination of the coefficients is carried out 
the variation method by minimizing the energies of the individual orbit: 
according to the following secular equations : 


& (Hine Six)ex = 0, t= 1,2,...,n, ; 
where i ; 


Hy = {uj Hu,dr, Sik = (ujugdr. 


H represents the Hamiltonian derived on the basis of the effective potential ; 
upon the single electrons and ¢ the energy of the individual molecular orbit 
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each orbital two electrons with opposite spins can be accomodated, the filling 
9p of the orbitals takes place in order of increasing energy. 

Regarding the matrix elements the following simplifications are used: 

a) S,, = 1, Scop = 0 (the overlap integral is taken to be 0). 

b) H;, differs from zero only in the case when i = k, or when i and k are 
shdices belonging to neighbouring atoms. 


These simplifications allow an alternative discussion of the problem : 
; 


. Let us consider the coefficients of the i-th molecular orbital (¢1;, c;, . . «, Cni) 
> be the components of an n-dimensional vector and denote the corresponding 
dector with t;- In view of the above-mentioned simplifications the secular 
equations (2) are equivalent to the matrix eigenvalue problem as follows : 


Hite. y: 5 (3) 


*his method of treatment proves to be very useful in the investigation of systems 
uilt up from identical units when using perturbation calculation. 


2. The perturbation calculation 


Consider a series, the members of which can be obtained by the repetition 
a given unit. The connection between the single units be as follows : 

a) The i-th unit should be joined only to the preceding and the subsequent 
nit. (As an exception serve the first and the last units which are joined to the 


second and the last but one, resp.) 
b) The connection between the units following each other be of the same 


cture. 
~ More detailed, the latter means the following. Let us number the atoms 


Sf the first unit from 1 to e. In the following units the same numbering is used, 
he upper index indicating only the unit involved. Connection of identical 
ucture means that the joining between the units following each other is as 


LS Ss T a Ss Tr S Ss Tr a 
=} 5” Ta ins. rs = |s" Fiat hoe (4) 
ee” Ae ee fs ee 


e matrix of the n-th member of the series occurring in equation (3) has 


Od 
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4 B . 
BAB 
Bigdae 
ne " 
Fila 
B A 
BA 


where, A, B, B mean matrices of order e. A represents a matrix of a single ni 
B corresponds to the connection between units f and f + 1, its non-vanish| 
elements are: H,,, Hy, H.",” ... etc. B corresponds to the connection betwi 
the units f and f — 1. This is the transpose of B, its non-vanishing elements | 
Hi, Hy7' Hs”; etc. The eigenvectors 4,..., a, of the matrix 4 are vect} 
of dimension e, their components being 1; }¢,;, ¢;, ..., Ceci} and the correspor 
ing eigenvalues ¢;. In the following only those cases will be investigated in det 
in which the basic unit has no degenerate eigenvalue. The calculations can 
easily generalized for the case when some eigenvalues are degenerate. 

For matrix of the unperturbed problem that matrix should be cho 
where B and B, resp. are zero matrices. From the physical point of view t 
means that no connection between the individual units is assumed. The eig: 
values and eigenvectors of this matrix can be given at once : its eigenvalues : 
identical with those of the basic unit with the difference that each eigenva 
ej is n-fold degenerate, n linearly independent eigenvectors belong to it. 
choosing the latter we have a high degree of arbitrariness, as, if n linearly in 
pendent vectors belong to the i-th eigenvalue, any linear combination of th 
is an eigenvector as well and belongs to the same eigenvalue. It is appropri 
to choose the n linearly independent eigenvectors as follows : 


( a; (0) (0) 
0 a; 0 
0 0 0 
Le oe 0 3 0]? > 0}? 7 
0 0 0 
M [0] [9 


Th, th, .... 1% are vectors of dimension n. e. Each “component”’ occ 
in formula (6) represents a vector of dimension e (the corresponding eigenv 
of A). 
Let us consider the difference between the original matrix and that c 
sponding to the unperturbed problem to be a perturbation matrix. 
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ia B 
> 
i; B B 
7 fee TB 
Pe Vm = Be r) (7) 
| B B 
i B 


yrder that this really represents a perturbation it is necessary that the connec- 
1 between the single units should be looser than those within the single units. 
the non-vanishing matrix elements of B and B are smaller regarding their 
nerical values than the elements of matrix A. 

On the basis of (6) and (7) the following relation is easily verified : 


(a; B a;), if h=k—-1, 


( 
(x9, Pr®,) =| (9; Bai), CE ie he (8) 
ie | baa ts ; 
— if 
eel h~k+1, 


(a; B a= (a; Ba) = ¥ cr Hrs es: = 2 
ae: (a; B aj) = (a Ba) = De a Higty= 0) = 01. : (9) 


= (aj Ba) = (0; B a) = Vics Her eg = OF = Be 


ce 2S: > 


ie The « examination i the Geis geal 


a 


meat. 2; 
‘oie 
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=O Vi 
We 2} Vi 
ae 09 
iia yt 
ies ef 
Viet oi 


The secular determinant (11) and the corresponding secular equations re4 
are well known (they occur for instance in the problem of the linear cha 
polyenes). The zeros of the determinant and the coefficients of the syste 
TREN can be given at once: ; 


Ej, = 2y; cos ka, 


ee eee a 
n= fine. betas | | 


In the first-order approximation the level corresponding to the i-th eigen’ 
is split into n levels, the magnitude of the splitting is 2y; (i. e. the dis a 
the highest and lowest levels originating from the i-th level). It is worth 
to mention that aj, does not depend on i, accordingly the upper index is or 
in the following. 


The second-order eporey correction is as follows: — “a 


+2: he 2 (nPop _ 


Gaing oe) a (13), ea We (8) and ©) into account me 


(%, Pet) = = sao Pe.) = =o 


PaIRNS. be rere ob x <T 
x et ake 


? ee 


<§ oti ty aah soe v 
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. . . ue 
Summing over / with given v and wand taking into account that ah, Ai — Or 
. * . tes 
he following is obtained : 
JS (p%, Ppa)? = (4)? S a? 92 SS @2 igi ~S 
i] ik £ Pj 1 Ajyr_1 + (PF)? S aioe ZY OY > apr-1 Ako ti = 


mail v=1 v=1 


= (1 —a?,) (94) + (1 —a2,) (9)? + 2 OY OY (1 —nah,) . 


S| 
wet us introduce the following notation: 


; 


: 
i] 
} 
PT 


ey 7 oe ou 

ees endl (15) 
rigei ej 2. . 

‘n view of the fact that aj; = Qin (namely ax = — (a1) Gee eee 


ep =U — az) (Ci + £59) ae (ke naz) Cio = 


-= eee sy eee 


Sy cari 2n 5 
=\ (Ci Ch. aed fo gin? he 
n-+1 age |G 2) | n+l ‘i me 


n the above results it is essential that both in the first-order and in the second- 


ebrder eigenvalue correction we succeeded in separating them into factors, in 


he first of which only quantities referring to the basic unit occur (/i> Oka)» 
hereas in the second only data characterizing the series. 


4. Examination of the perturbed eigenvectors 


For the investigation of the bond order and the bond length, resp. the 
ded. For the examination of the bonds connecting 
o investigate the first-order perturbation, however, 
ding to bonds within the units 


yerturbed eigenvectors are nee 
he single units it is sufficient t 


the calculation of the bond orders correspon 


the second-order perturbation calculation is needed. The perturbed eigen- 


ctors in the second-order approximation are as follows: 


eee Piet Dix (17) 


ph = > (imjik; 1) Pin + > = Gufs 1) (18) 
mk j#it m= 


big = (ihlites 2) p% + > Cimjiks2) Pint SS Gmlihs2) Bin (19) 
m#k j#i m=1 


~ 
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The coefficients occurring in formulae (18) and (19) are according to Corson | 


~ 


the following. 


0) (4°, Ppd 
(im|ik ; 1-5) (pin Ppp) (pi P Pid, a 


j#l. tal, (9 €j) (Ei — Eim) 
(jm/ik ; 1) = (Pym P pre) Pp (a 
£; — & 
hime LS > (uvjik; 1); e 
i Vv 4 


F 
j#i v=1 fix — Eim Erk aS Eim 


(im/ik ; 2) 23 > S (Pom Pp), ) (jo/tk ; 2) 4 ee ix (tm/ik ; dy | 


(jm/ik ;2) =— Pa >, (pjm Pph.n) (wv/ik ; 1) i E1k (Pim P pix) ee 2 


uxi v=1 a perme | (ej — &;)? 
Of the vector equations (17)—(19), which correspond to vectors of din: nen : 
n. e. let us consider those parts which correspond to the f-th components, the 
will be vector equations of dimension e. 4q 

In other words that vector will be isan tteitedl the components of wh 

are the coefficients belonging to the atoms of the f- th unit, ri 

(Cindy = ag 8 E (Prade H (Pi ik 

al 3 imi 1) ang 
bs 


Vv resi aia ae 


fae tities “ es 
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2 In the sums referring to the basic unit the following notations are used : 


. ij gl 
u x 
; a ' aun = 28 
is See e So 
2 
3 ’ ee ay 
. ie Rew "as Sth 
; Cua dy On Fh (29) 
ced TF 
‘ (4 
ja iu guj 
m= D>, a, Oi , (30) 
usi 
e AB sats ; 
2 Oo eik: j git gti 
i a OH! OF O 
iv sae py a ie = DES: x a z (31) 
j#i j#i uxi (€{—ej) (ei —Eu) : 
ising the definition of a -s the following identities are easily verified : 
i if. =i ae (© Sane ® | let ie eet ere 
ete sia fs Ti99 = Tait = 44, To91 = Ta90 = Mi > (32) 


The sums relating to the aj-s can be divided into two groups: the sums occurring in the 
- group can be evaluated simply by utilizing the orthogonality properties of the ajx-s 


n 
[> ait Oki = sl : 
f1 


sums occurring in the further steps are as follows : 


n n 
“2 Gms t --1 4k,t —1 = Omk — amn kn; > am t+14k, t +1 = Omk — Om Ay, 
= ba a t=1 
n 
a > (am, 1-1 4k. 141 + Gm, t+1 @, 1-1) = 2 cos 2ka-Omk + aky Am, + Amn akn » 
i t=1 e 
n ; 5 


: (amt — 1 Ok, t+ atant oa (ish) = 2 cos 3ka Omk ++ a2 ami -+ ak,n—14mn- : 


n 
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For the computation the following relation was used : 


~~ 


“ EL Prete eit 
> (pin Pry) py Ppte) Pe rau + Of >? ami+1 a ‘ 
[1 =I = _ 
a it ss n 
Jat Saw ass s+ Sa on {- P| 
S= s= 


. 


= (a1/)? > on tau—1 + (0/)? Sem axes + Oy! 03! x (amt+-1 akt—1 + omt—1 aes 


i= =I 
7 
b) (jm/ik 31) = WS Amt Oke+1 +a G@.nt @kt—1 + ( 
(2 n 
: > | > Cnfik 51) on aj = axg+1 bj + akp-1 Gi , a( 
j#i \m=1 
where , e e | 
b = > aaj, &=_> af aj 

j#i f#i = ol 
where * a ms | 

eh Net Se Se 2 {a - a a5, )( Gir + 259) + 2(1-naz,) Gia} ay - 


The deduction of this part is essentially identical with the procedure outlined for the s | 
order perturbation calculation of the eigenvalue. 


dy — Gimfiks2) =~ Lf i eo +h — yield + aif])+ 
cb amt aki (xi, — By) + amn akn (235 — . nih) + ; | a 
4 oe + Sams aka (a —yial 0) ae eee aa | 


x 
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ad (33) the above result is obtained 


4 n 
SS SSG Khe 9 ; ke ¥ y 
eh Tad jm/ik ; 2) caer =arri + agp—20; Gk fo fi > 
fF iss f f i + Gkj+ofi (41) 
here : e ij e Se s 
¥ gpl S yt] 3 e yl 
x1— > 9 ° tt 2 aj - sari he , 
pn i= =) 6 fi=> —(Aj. 42 
ci ceed rede 
goatee eee ; 
Mig +9, — vi(ey + ay)) » I f#1,f#n 
eae] es 
gy ie — Vi a, 2 if pas lls (43) 
Ty — Yi ay a, 


| 
| 
i 


ij be ae ; ae: : 
iE 4° can be given in an analogous manner, however, their explicit form is not needed in the 
»»towing. 


ers 1 = a 
» (imfik 32) ong = ae Gr — mw) D1 HST oes 
m#k 
ae ; inf ; = ; = 
+ (vie! — vi) ST + (yiebp — Hi) D7 + Or — ree + SNS 
1 Drei i Bee 
~ (2712 [aad + £59) +2(1 — neta) Caf : (44) 


ee ee ala he lt 


For the calculation of the first member 


on deducing formula e) the chief steps are the following: 
to that described above the following is 


“Mf (23) formula (40) is used and in a manner analogous 

ained : 

S Dor, Po, Manes 2) = bre — rely Heyy] Sama ae + 
v 


j 
B+ (mit xi —vileig + obn)) > ant+i ake + (Ai — Mi) ey amg + Ai — vi) @kn Omn—1 + 
Z : 


+ (ri —vie',) (> @mt akt—1 — @mn akn=1) +(Hi — Vi @59)( >, amt akt+1 — ami ak2) + 
t 7 


+ (Ai — vi@in) L> (amit ant—2 + mt—1 @kt+-2) = 
t 


n 
— yi [e+ Go ]) > (awe +1 + ati) amt + 
2 amt cos m a t=1 Qagecoska 


+} (Ai — fi) aki am2 + (Ai — Vi) @kn @mn—1 — 


—(vi — i 044) @mn akn—1 — (Hi — VE Oyo) @mt ake + 
+ (i- vi O15) (amare + amn akn—1) 


the case of m+ k the values of the first two sums are zero. Summing, the first part of e) is 
ined. For the computation of the second part of the formula the same line must be followed 


in the evaluation of a) and c) resp. 
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Using the formulae a)—e) and the values of > >? the perturbed eigg 
vectors take up the following forms : 


(pe \y = anf Aj » 
(play = an yea (Di a; + bi) — axs—1 (Ea; — &), 


(pin)s = xe (Fi ai + Gi) a 


Gia; r 
ayer 


+ axp+2(Hia; + i) + ags—e (Tj a; + fi) - 


D; — — I; are independent of k, each can be separated into sums of predie 
the Gee factor of which contains quantities referring only to the basic u 
and the second to the data of the series (n, f). The separations for the quanti 
needed in the further steps are given in the following. 


Dies eae E;=D;+ = Ay 
n+l n+l 
E,= = eee [o(B+0) +26] + 
i 9 O11 PD 272 (n aaa) 
Beil (B; +C)(n+1—2f), gs hme 3 | 
2y? SAR, - | 
a @ ; fad an | 
FB, = F; = F; —— 9}, == 055% > Me | 
, ; ras aa O22 > (eae Gl 
where een: v= 
; Ai pie A : 
a . a= Ht Fh bh, Sa <3 Chit) . q 
— ras 2 ~5 © )f ae 
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faking components a and 6, of the vector equations (45) the coefficients belong- 
ug to atom a and 6b occurring in the f-th unit are obtained. The bond order 
§ obtained by summing the partial bond orders over the occupied levels and 
thultiplying them with the number of electrons in the individual levels. In the 
pllowing only the case in which the basic unit contains an even number of 
§toms will be investigated in detail. In it the summation over i runs from | to 
»/2 and over k from 1 to n. Summing over k the following two relations are used : 
i 


1 n 


| ES! Qk akm = Oihrts = ane = : f(n Sime =4)) : (49) 


K=1 ka 1 sin? ka n+l 


the bond order is computed including the second-order members. 


a) Both atoms are in the same unit 


Because of (45) the first-order correction vanishes and thus within the 
+hdividual units only the second-order correction is added to the original bond 
Srder. Likewise the third-order correction vanishes too. All this shows that the 
‘tonds within the single units are affected only to a small extent. 


b) The two atoms are in different, neighbouring units 
In this case the value of the second-order correction is zero. 
In the case of a) and b), resp. the correction of the bond order is the 
dollowing : 
; els Sek? aur er ie iw 
Y Apa =2 > {(D? + E?) cic, + Dj (ibs + cb ba) + Ei (cals + cea) + 
] 3 i 


i—s 


4 bibi + che + (cdi + cf di) + _ (50) 


rar 


29 2 
So bee ares Aaa a ’ 


perce 


N mio pieimar pt 
5) Apa =2 S{(Di— Beach + cast chat ee 


” ST 


ith this result the purpose outlined in the introduction is achieved also in the 
ase of the bond orders, as the use of formulae (50) and (51) allow the uniform 
@ atment of the members of the series. After determining the quantities relating 
the basic unit the bond order for any member of the series can be easily 
aputed with the help of formulae (50), (51) and (46). 
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The investigation of the polyrylene series with the perturbation method 


1. Justification of the use of the method 


The members of the polyrylene series can be obtained by the successij 
condensation of naphtalene. A few members were investigated with the molecu} 
orbital method with respect to their physical and chemical properties by Pauw 
and WiLHEIM [3]. According to their results the method renders the md 
features of the spectra qualitatively correctly, however, from the quantitati| 
point of view strong deviations occur. As for the first transition a too sm} 
excitation energy is obtained and this result is essentially less good than was | 
be expected from the usual power of the molecular orbital method. | 

The second interesting conclusion is that the bond lengths correspondi} 
to the bonds connecting the single units are the longest among all the bo 
lengths occurring in the molecule ; this shows that the connection between t} 
individual units is essentially weaker than the connection within the uni’ 
Thus, the condition for the applicability of the perturbation method giv: 
in paragraph I.2 is fulfilled and this allows a uniform examination of the serid 

In the treatment of the condensed aromatic compounds using the molecu 
orbital method the following assumptions are made : 

The most important physical and chemical properties of the molecu 
are determined by the so called a-electron distributions. Their number equ: 
the number of the carbon atoms. The molecular orbital givenin I.1 is a lin : 
combination of these a-electron atomic orbitals. Regarding the H;, mat 
elements the following assumptions are used : 


| 


' 


a) Hy =a; b) Hes: 


i and k are indices of neighbouring atoms. 


Let us divide each equation in the systems of equations (2) by / and introdu 
the following notation : 


=—x. 6 


In the investigation of Pauncz and WiLHEI™ the value of all integrals { ui Hux 
corresponding to neighbouring atoms was assumed to be equal. ; 

The perturbation method renders possible the investigation of the proble 
of how the eigenvalues and bond orders are affected if allowance is mad f 
the fact that the values of the integrals i, u; Hu, dt are different in the mnolede 
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}a consequence of the differences in the bond lengths. In the following it will 
ily be taken into account that the bond lengths corresponding to the bonds 
onnecting the individual units are greater than the length of the average bond 
jithin the individual units. Consequently, the value of 6 belonging to the former 
» smaller than that of the average f,,. In the further steps allowance should 
*» made for the fact that even within the units the bond lengths are not the 
Sme and consequently the /-values are different. This problem will not be 
‘vestigated in this paper. 

It follows from the above that our aim is not the full exploration of the 
‘eoblem, but only the examination of the extent to which the method elaborated 
9 I contributes to the explanation of the physical and chemical behaviour of the 


es. 
Let us denote the quotient of 6 and f,, by A. Allowing for the dependence 
*B on the bond length, the value 0,8 will be used for A. 


2. Symmetry considerations 


Each member of the series has the common property of being symmetrical 
th respect to the vertical axis of the molecule, the molecular orbitals are 
Serefore either symmetrical or antisymmetrical with respect to that axis. 
this fact allows a simplification in the computations, as the value of #{ and 
occurring in each quantity and referring to the basic unit is zero, if i and 
efer to two states belonging to different symmetry species. Therefore, the 
‘immations can be carried out separately for the symmetrical and antisymme- 
{fical levels. In the case of the eigenvalues this means that for a symmetrical 
deenvalue the corrections are calculated only from the symmetrical 04 and 04, 


4spectively and the situation is analogous in the case of the antisymmetrical 
envalues. | 

_ A further simplification arises from the fact that the basic unit (the naphta- 
ne molecule) is symmetrical with respect to the horizontal axis. As the atoms 
curring in the bonds connecting the single units are arranged symmetrically 
jout the horizontal axis, their coefficients are either identical or have opposite 
on. With an appropriate numbering of the levels 


e 


a oY =(—1) 8y. 


this follows : 
of, = 0b, c= Cho « 


is worth while to mention the fact that in the levels +/ of the basic unit 
1 the values of 0 and 04 are zero for all j-s. As a consequence all expressions 


Acta Physica VI/3—4 


414 R. PAUNCZ 


occurring in the perturbation formulae vanish as all of them are derived fil} 
the 3’ -s. This consideration remains valid even for the higher approximatia| 
hence the levels --f are not at all affected by the perturbation, the only differey 
being that they occur with the corresponding multiplicity: in the moleq} 
containing n units the levels + and —f occur n times. This result is in comp) 
agreement with the conclusions of BRADBURN, CouLSON and RUSHBROKE|| 
who investigated the eigenvalues of the same compounds using RUTHERFOR: 
method [5]. From the above it follows that these levels do not contribute; 
the correction of the bond orders. 


3. Results of calculation 


Our results obtained by means of formulae (13) and (16) referring to - 
perturbation calculation of the eigenvalues are shown in Table I below. The be 
lengths calculated with the use of bond orders (COULSON’s semi-empirij 
method [6]) are illustrated in the Figure. / 

Both-in the case of the eigenvalues and the bond lengths the calculati 
were performed for the following cases: a) The strength of the bond connecti 
the units is taken to be equal to the strength of other bonds (A = 1). 6) 7 
results of the preceding calculation can be compared with those obtained by 1 
straightforward application of the molecular orbital method (direct calculatioj 
where the same assumptions were used. ¢) In the further calculation allowa 
was made for the fact that the strength of the bonds between the units is weak 
than the strength of the other bonds. Accordingly, A is taken to be 0,8. In 1 
case of the eigenvalues the levels corresponding to states which are symmetri 
and antisymmetrical, resp. with respect to the vertical axis are shown separate 

In Table I only the positive levels are shown. The absolute values of 
negative levels are identical with those of the positive levels. The perturbat 
preserves the property of the levels characteristic for alternant hydrocarbo} 
The levels corresponding to x = 1 possessing the given multiplicity are x 
shown in Table I as their value does not change under the influence of t 
perturbation. ’ 


4. The discussion of the results 


The results will be discussed from two points of view. On hand of tl 
given example it will be examined to what extent the method elaborated i 
is useful for the investigation of series, and further the dependence of 
quantities occurring in the investigation of the polyrylene series on the pa 
meter 4 will be investigated. To judge the applicability of the method 
have to compare the first and second columns of the Figure and Table I, re 
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perylene 


tery lene 
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Surveying the data of the Table it can be concluded thatthe eigenvalues calcula f 
by means of the perturbation method show an acceptable agreement 4) 
the values calculated by the direct method using the same assumptions. In -T 
of the fact that the calculation of the eigenvalues by means of the perturbati! 


Table I ? 


Xi 


Symmetrical levels Antisymmetrical levels =] 
pert. (4 = 1) (2=1) direct | pert. (4 = 0,8) pert. (2 = 1) (A = 1) direct | pert. (A =0,/ 
n = 2 perylene | 
2,5642 2,5863 2,4990 1,8345 1,8794 1 7786 | 
2,2030 2,1819 2,2100 1,5581 1,5321 1,557 | 
1,6195 1,5936 1,5566 1,0581 1 0,9578 5 | 
0,9809 i 1,0458 0,3345 | 0,3474 7 | 
n= 3 terylene 7 
2,6650 2,6614 2,5690 1,8973 1,9419 1,8280 
2,4324 2,4550 2,3857 1,7633 1,7709 | 11,7110 
2,1442 2,1299 2,1604 1,5065  1,4970 1,5154 | 
1,7677 iin 1,6726 1,2135 1,1361 1,0810 
1,2656 1,2703 1,2790 0,7633 0,7092 0,711 
0,8647 -0,8895 0,9502 0,1903 0,2410 
n=4 quaterylene 
2,6907 | 26902 | 25978 1,9166 |  1,9659 
25613 | 25666 2,4861° 1,8633 | 11,8649 
2,3379 2,3669 =| = 2,3073 1,6925 | 11,7044 
2,1061 | 2,1010 | 2,1302 2 (1,4694 =| 14780 
1,8458 17837. "| 19330 18788 =} 19083, | 
1,465: 14377 | 11,4387 > 10015 hee . 
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Naethod is very simple, it is worth while to use this treatment for a rapid appro- 
‘imative determination of the level-system of series. 

The agreement in the case of the bond length is somewhat weaker but 
seceptable. The difference between the two results ‘calculated by the two methods 
5; not greater than the error occurring in the present experimental determination 
of bond lengths. The method is especially suitable for the investigation of the 
yond length of bonds connecting units as the calculation is relatively simple. 
In making a comparison one must take into account the fact that the 


ase A = | is disadvantageous for the convergence of the perturbation treatment, 


’ 


a the case A < 1 a better agreement can be expected. The other advantage 
tf the use of the perturbation method consists in the fact that it renders easily 
ossible the examination of the dependence on A of the quantities characterising 
“he molecule, i. e. the dependence on the strength of the bonds connecting the 
fingle units. 

From this point of view the behaviour of the polyrylene series can be 
<amined by comparing the second and third columns of Table I and the Figure, 
esp. For the eigenvalues it is found that for 4 = 0,8 the distance of the highest 
Ind lowest occupied levels decreases as compared to the case 4 = 1. The levels 
“et closer to each other and simultaneously the distance corresponding to the 
rst allowed transition increases. In Table IT the wavelengths corresponding 
Mo the first allowed transition are summarized. 
| From the data it can be seen that parallel to the increasing of the bond 
ngth of the bonds connecting the units the wavelength corresponding to the 
irst allowed transition decreases, that means a better result is obtained than 
th the calculation of Pauncz and Witnem. The magnitude of the decrease 
4, however, not yet big enough, because even in this case the wavelength of the 
rst transition turns out to be too great. This shows that other factors besides 
hat mentioned above have to be taken into account, in order to get an acceptable 
sreement with the experiment (configurational interaction, etc.) 


o 


hainly those within a unit, are not much affected by the perturbation. 
= 

fi 
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APPENDIX 


_ In the investigation of the eigenvectors using the perturbation method the following 


IS occur : 


Auf __ aAAmp anf ¥ 
a a (cos ka — cos ma)’ n+l 


The calculations relating to the bond lengths show that the bond lengths, 
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Their computation can be reduced to the evaluation of the followings sums : 


~ 
Wah — ~\ cos mf a Ga 
zk (cos ka — cos ma)' 
J 


In view of the fact that, beside the completion of the above-mentioned task, their use mali 

possible the evaluation of some quantities occurring in the perturbation treatment of the polyen 

their investigation seems useful. ‘ 
From their definition the following properties follow : ; 


= = : > 
— 


a) @yzF_Wyl OD a z (—1)” cos mfa 4 
‘ Z Mz, (cos ka — cos ma)! | 


c) MY Ve — 2 cos ka At + ONES: =— phan ey Es ; 


In the latter case the following identity was used : 


cos m(f — 1) a — 2 coska cos mfa + cosm(f + 1)a= > (dos ka eos qo | 
With a) and c) is obtained for f = 0 2 | 


aS 
Oa! — coska OA9_G a0 | 
= F 
It is sufficient to evaluate “AQ as on this basis (knowing the value of —)A®) from equations 
Af, further using c) all others can be successively evaluated. ®) — Ff 
1. ; 0) Ale cosm0-a=n—1, ; : oF . 
mek . =¥ 


~ : ra 
- af 


= > cos mf a — cos Kfa =| Sal 
mal  |—coskfa, > 
. > ie ae a tn - ™ . q 9 — 
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| = : : 
The derivation occurs = respect to x = cos @.) 
On the basis of (7) “2A? can be obtained as follows : 


(1) 4c : 1 
A, = Jim [e (cos 8) — | e (A. 9) 


iy cos & — cos ka, 
~he prescribed passage to limit can be performed with the repeated application of I’Hospital’s 
nle, the result being: 


()4,o _ 3 coska 
ae Seika (A. 10) 


| 
on the basis of equations (2), (3) and (10): 
cos? ka + 2 (4.11) 


k n 9 sin? ka 


$n the following we shall verify that for Oat the formula is valid : 


Weel yer ee sin kfa cos kfa cos ka + h 
~ k Lf (n i 1) sgf sin ka 9 sin? ka 2 (A. 12) 
here 
Le ap Gf Geil (aa = 05 
h= sf=( 0, ff f=9, 
2, itu fas dda ip eu 


) and (11). To prove it one must only show 


Vor f = 0 and f = 1 formula (12) is the same as (10 
then the following relation must be fulfilled : 


nat formula (12) satisfies equation c). Let f be even, 
Al — 2cos ka at aE Ales =24+4 2 cos kfa 


Substituting (12) 


[f —(n + 1)ssf] aoe JB: 


sin ka 
=0 


4 


sin ka 2 sin? ka 3 


mt 
; __sin k (f Tike 1) a—sink Cher 1) a + _ 008k a ee k (f—l)a —2coskacoskfa +- cos pedal 


j 4 — 4 cos? ka 
| Saat ba =2-12cos kfa 
3 obtained. cw : 
7 Thus the correctness of the formula is proved. Ina completely analogous m 
an also be performed in the case of odd f. : : : ; 
3. The calculation of ‘?) A, occurs in a manner analogous to the procedure given in detail 


ve. By means of equation (7): 


anner the proof 


> it 

Se nt ee / a P 
m=1 (cos 9 — cos ma)? g’ (cos )) 
(A. 13) 


(2) 40 ‘ u o es 
Ae am — g’ (cos #) — (cos & — cos ka)? 


a— ka 
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The limit operation gives the following result : 


» 
(2) ( Ae ee bps 
sae OTe 4sintha ¢ 
Using equations (2), (10) and (16) the following is obtained : 4 
(ay at — 40 ye _ Ilcos ka / 
Pe UT Pagan CLT @ 


The formula for (2)A Fs for arbitrary f is as follows : 


OVATE a DM TIE ED DY Foe ae ee 


12 sin? ka fn ka - Cos we sin kfai 


_ lleoskfa | 2cos(|f| — 2)ka 
SAcint ka, Geel shu ka ese 
_ 3 + cos 2 ka 


osha hao ie ees 


2 cos ka : Sy 


eS atntiL ee if _f is odd. 


h@) = 


The demonstration of formula (16) occurs in the same manner as that of (12) above. Su 
f = 0 and f = 1, equations (14) and (15) are obtained. In the further steps using simple 
metrical relations it can be proved that (16) satisfies the following equation : 


OA — reoska al 4 Pat! __ 9 Wat | 


On the basis of (12) and (16) all 4f occurring in the second-order perturbation cal 
ns calbal oes nsiiuerepaless een oct es te areas 


nA gf OF =e 
Ms aer|e darn G4 Dani}. 


z a Ee gi arse 


a 
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PHMMEHEHHE METOJIOB MAJIBIX. BOSMYLMEHHM MPH KBAHTOBO-XHMH- 
ECKOM UCCJIEMOBAHMM CHCTEM, COCTOALIMX H3 TO)KTECTBEHHbIX 
YUACTEM ; 


P. NMAYHI 
Pesrwme 


B paGore WaeTcA UCcHeAOBAHUe MOMEKYIEI, COCTOSINCH MS TOMKACCTBCHHDIX SJIeMCH- 
|PHEIX CLMHMI, MCTOLOM MasbIX BOSMymeHHH. C MOMOIMIbIO paccyKeHHH, OMMpaloWlMxcA Ha 
cTOH BapvaHT MeTOMa MOJeKYIAPHOM TpaeKTOpHN, yAaeTCA pasqeMUTb PesyIbTAaT Ha CyMMy 
iSBeeHUil, KAK B cAyYae SHAYCHUA SHEP, TAK 1 MOpALKAa cBAsH. OM U3 COMHOKUTETCH 
eDIKHT TOMbKO TaKUE TaHHbIe, KOTOPBIe OTHOCATCA K OCHOBHOMY 9eMeHTy, a ApyroH com- 
(ATEJIb 3ABHCHT OT AaHHbIX pla. 3 
Bo BrTopoit yacTH MoKa3aHa NpMMeHHMOCTh 9TOFO MeTO/a Ha TipuMepe NoMMpHeHOBOrO 
a. PesybTaT pacueTa NOKaSbIBaeT, YTO METO/ TIPHMCHUM C YCHEXOM Hi C CFO TOMOIIbIO MOKHO 
1e0BaTb, KAKUM OOpPas0M 3aBHCAT XapaKkTepHcrHKH PALAOT MPOYHOCTH CBASH MEK Ay 
JIBHBIMH 3JIEMCHTAMH. 


“a 


DIE BERECHNUNGEN DES GRUNDZUSTANDES 
DES WASSERSTOFFMOLEKULS AUF GRUND 
DES VARIATIONSVERFAHRENS 


Von 


F. BERENCZ 


INSTITUT FUR THEORETISCHE PHYSIK DER UNIVERSITAT, SZEGED 


(Vorgelegt von P. Gombas. — Eingegangen: 9. IV. 1956) 


_ Die Bindungsenergie fiir den Grundzustand des Wasserstoffmolekiils wurde aut Grund 
‘es Variationsverfahrens mit einer allgemeinen Eigenfunktion berechnet, die sich aus der von 
AVEINBAUM verwendeten Hund-Mullikenschen Naherungseigenfunktion so ergibt, dass in diese 
“nstatt der effektiven Kernladungszahl zwei Variationsparameter eingefiihrt werden. Die 
Wserechnungen werden auf zweierlei Weisen durchgefithrt : einerseits mit einer Higenfunktion 
Shne den Korrelationsfaktor, andererseits mit einer durch den Korrelationsfaktor erweiterten 
@igenfunktion. Das mit der letzteren Eigenfunktion erhaltene Resultat weicht vom empirischen 
Wert um 10,3% ab. Die Eigenfunktion, da sie nur wenige Variationsparameter enthalt, ist ver- 
@altnismassig einfach: sie ist daher zur Bestimmung der Dissoziationsenergie komplizierter 
WMolekiile verwendbar. 


Finleitung 


Eine der erfolgreichsten Lésungsmethoden des wellenmechanischen 
dMehrteilchenproblems ist das Variationsverfahren. In der Quantenchemie gibt 
dis bei der Anwendung dieses Naherungsverfahrens zweierlei Méglichkeiten. Die 
4sine besteht darin, dass man von einem den Rand- und Orthogonalitatsbedin- 
ngen geniigenden vollstandigen Funktionensystem ausgeht und aus diesem 
lie unbekannte Eigenfunktion als Linearkombination bildet, deren Keeffizien- 
fen mit der Ritzschen Methode bestimmt werden [1]. Dieses Verfahren ist 1m 
wesentlichen eine mathematische Approximation. Man erzielt eine méglichst 
‘rasche Konvergenz, wenn die Elemente des vollstandigen Funktionensystems, 
lie den Unterraum des totalen Funktionenraumes bilden, der die gesuchte 
Naherungseigenfunktion enthalt, gefunden wurden, oder mindestens die Qua- 
umme der Koeffizienten nahe eins ist. Im entgegensetzten Falle hat man 
‘mit einer ausserordentlich vielgliedrigen Reihe zu tun. Die Befolgung dieses 
Veges bedeutet also bei komplizierteren Molekiilen ernsthafte rechnerische 
Wenn es auch gelingt, durch die geignete Wahl der Elemente 
dem Verfahren eine méglichst rasche Konvergenz zu 
shern, so hat doch die Methode den grossen Nachteil, dass die Eigenschaften 
gepriften Eigenfunktion nicht genug klar zum Ausdruck gebracht werden. 


Die andere Méglichkeit besteht darin, dass man nicht unbedingt von einem 
volistindigen Funktionensystem ausgeht, sondern eine solche Funktionenform 
anzugeben trachtet, die sich der Natur des Problems moglichst gut anpasst ; 


irats 


wierigkeiten. 
es Funktionensystems 


2) 
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die in der Funktion vorkommenden Parameter werden auf Grund des Variatiox 
verfahrens bestimmt. In dieser Arbeit befolgen wir bei den Berechnungen { 
den Grundzustand des Wasserstoffmolekiils diesen Weg. Dieses Verfahren }} 
den Vorteil, dass man eine leichtere Ubersicht iiber die N aherungseigenfunktil 
bekommt, es hat aber den Nachteil, dass nicht gesichert ist, ob die Probeeigg 
funktion die exakte Eigenfunktion in hinreichendem Grade approximiert. I] 
Fehlerabschatzungsformel von JAmMES-COOLIDGE [2] gibt aber, wenn man ¢ 
Energiewerte (welche spektroskopisch bestimmt werden kénnen) kennt, ei! 
Méglichkeit zur Beurteilung des Fehlers der Naherungseigenfunktion. 


Die Bestimmung der Bindungsenergie 


Die Bindungsenergie eines Molekiils ergibt sich, indem man von der tot: 
len Energie des Molekiils die Energie der das Molekiil aufbauenden Atome su. 
trahiert. Im allgemeinen stimmt diese mit der Dissoziationsenergie des Mol 
kills nicht iiberein, da man auch drei andere Wirkungen beriicksichtigen muss [ 
namlich : 

1. die Nullpunktsschwingungsenergie, 

2. die Rotationsenergie und 


u 


3. die Translationsenergie. 
Die oben erwahnten Korrektionen sind aber in Bezug auf das Wasserstoffmol 
kiil ziemlich klein; die bedeutsamste, die von der Nullpunktsschwingung he: 
rithrende Korrektion, belauft sich nur auf den 125-ten Teil der ganzen Elektr 
nenenergie. Darum ist es im allgemeinen bei der Bestimmung der Dissoziation: 
energie auf Grund der Naherungsmethoden nicht iiblich, dieselben zu beriic 
sichtigen. 


Die Dissoziationsenergie des Wasserstoffmolekiils ergibt sich aus der 
Zusammenhang 


Diese | Emin — 2 Ey], 


wo Ein die totale Energie des Wasserstoffmolekiils und E, die Energie des Was 

serstoffatoms fiir den Grundzustand bezeichnet (in atomaren FEinheiten ist | 

ees 
2 


> 
a 
i 


- Zur Bestimmung von En jn ist eine der gebrauchlichsten me | 


das Variationsverfahren, welches aus der Bestimmung des Minimums des En 
gieausdruckes | 


aa Sp* Hy dt 
fj p* pdt 


durch Variation verschiedener Parameterwerte besteht. Die Arbeiten der « 
zelnen Verfasser unterscheiden sich durch die ihren Rechnungen zugrunde 


4 


—— 


~ 
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fenden Higenfunktionen y und der Anzahl der verwendeten Parameterwerte. 
ane . T J . Aes oh 5 * . 7 * fe 1 of 

e mittels des Variationsverfahrens beziiglich des Wasserstoffmolekiils durch- 
}fibrten Berechnungen kann man in zwei grosse Gruppen einteilen danach, 
ih die den Berechnungen zugrunde liegenden Kigenfunktionen den Korrelations- 
! ; : : : 
ektor enthalten oder nicht. Diese Gruppen sind in den Tabellen I und II dar- 
» stellt. In den Tabellen werden die folgenden Bezeichnungen benutzt : 


| 
\ 
i} 


P = Ya(L) Yo (2) + Ys (1) Ya (2). 


X = Pa(L) Ya (2) + Ys (1) Ys (2) - 


Die Rechnungsmethode 


Beim Konstruieren der neuen Funktionenform war unser Ziel eine ver- 
@iltnismassig einfache Eigenfunktion zu bilden, die auch zur Bestimmung der 
Wiysikalischen Konstanten komplizierterer Molekiile brauchbar ist. Wir ge- 
sten zu derselben auf Grund folgender Uberlegungen: Aus unseren friiheren 


nktion, in welcher urspriinglich gar keine Korrelation der Elektronen vor- 
nden war, eine wesentliche Dissoziationsenergiekorrektion ergibt. Da die 


)und-Mullikensche Eigenfunktion 
Y = N [ya (1) ps (2) + Yo (1) Ya (2) + Ya (1) Pa (2) + Yo (1) Yo (2)] (2) 


# als Gesamtelektroneneigenfunktion — auf Grund der Methode der Mole- 
‘ilbahn als Produkt der Einelektroneigenfunktionen 


1 = Ya(1) + Yo (1). 
Yo = Wa(2) + Ys (2) 


we estellt werden kann: 
Y= Ny, 2 = [Ya (1) + Yo (1)] [Ya (2) + Yo (2)] (3) 


ie Methode der Molekiilbahn annimmt, dass zwischen den Elektronen keine 
hselwirkung vorhanden ist, kann in der Hund-Mullikenschen Eigenfunktion 
e Korrelation der Elektronen vorhanden sein. Deshalb basieren wir unsere 
echnungen auf die Hund-Mullikensche Eigenfunktion. Andererseits aber war 
sh Wetnpaums Berechnungen [4] [8] auch die Tatsache bekannt, dass die 
i soziationsenergie des Wasserstoffmolekiils von der effektiven Kernladung 


och 
=| 1169009 250 0 ee — | €88°0| S6T‘T| 920 | S2‘p 
: —| —j —| =| 100 | == )) S8i rae. omens 
z = ae BR AS oe 
5 ee es ee ee Met LAY sie) hol 
—| —| —| =) =] 010) Beier aimee 
—| —/;| —| —!|] —|} =] 9580! e6r*t| L2‘0 | 00% 
4 ies = = -- — =) oTLT | 9L0 1 0Gcme 
a a —— fee We a ee I] e6r‘t| €2°0 | L7*¢ 
| Ee aoe) ean er 889°0 
2% > ax = a — | 1Z'0 wdoror9H} 61°0 | FH'E 
|. 4 See ee jodowoyy ; 
aE — — — = — | 6ST‘0 I] 880 | €%‘¢ 
ot e.| be ee 
*U97feYIUS JWI IOTYRIsSuOlepI1I0y wop 9Ip see eReT TS yur TRYETOUFFOISI9Bse A ee 
& I qe, 
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(zn (nA (tPA "a (era 
@ (Pedy) = Ph EC 
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SL‘V 

S10) | Se ey Once ar, (qdfahaurtinl + qdyarainynl) Fy fury 
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sehr empfindlich abhangt. (Durch Variation von z erreicht er 4 eV fiir die D 
soziationsenergie, und ohne Variation von z mit derselben Eigenfunktion r 
3,27 eV). Deshalb wenn man in (3) von den rechtwinckligen Koordinaten zu d 


sich der Natur des Problems méglichst gut anpassenden elliptischen Koordizi 
ten tibergeht : 


; aya (ut+) 
=z 2 
Wa=e a>e > 
-2 5 we») 
eas 2 
Wo = e =e A 
wo “ 
ees Ie PELE teeth: é 
—_ — > — ee 
R . R 3 


und die Koeffizienten von “ und v abgesehen vom Vorzeichen sich identis 
ergaben, fiihrt man anstatt derselben zwei neue Variationsparameter ein, 
und fp: 


R 
ae (u+?) 


3 Fae iad , 


ae a (4-7) 


e Se eee 


~ 


was physikalisch soviel bedeutet, dass mit wachsendem a bzw. f die Elektrone | 
ladungsdichte entlang der Kernverbindungslinie bzw. um die Kerne sich aud 
vergréssert. Unsere neue Eigenfunktion erhalt also die folgende Couts 


1 oe Neate) [e 8, +) ee —B,+¥2) bog aes a6 ee ae 
_ Es sollen foleatas Bezeichnungen eingefiihrt iar as 
| P= NY (¥2+ Yat Yat Ys). 


| 


‘o H den wellenmechanischen Hamilton-Operator des Systems bezeichnet 
> 
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bien im falle eines Wasserstoffmolekiils in atomaren Einheiten von der fol- 
enden Gestalt ist : 
\ 


i ee ee 
be Sle ggg ee eee eee oe ee 


E 
a ca 
0 
= = i | Y1 (Wo + V3 + Ya + Ys) (VI + 72) Ps (Yo + Ys + Ya + Ys) dT Ate, 
poe pei é 1 1 1 
o=| Yi (Yo + Yst Yat Ys) an + —| dt, dt, , 
Tal Tol Tq2 To 


I, =| Yi (Ye + Y3 + Ya + ys)? dt, dt, 


C 1 
De lest = vi (Yet Ys + Per Ys)? ae . 
12 


der obigen Eigenfunktion ergeben sich fir den Grundzustand des Wasser- 


offmolekiils die folgenden Resultate : 


Deeso0ev oo R= 0,70A 9% G2 0.8555) oe = 0,103. 
Jenn wir unsere Resultate mit [6] vergleichen, ist ersichtlich, das wenn zwei 
ierbare Parameter anstatt der effektiven Kernladungszahl in die Higenfunk- 
. eingebaut werden, die Dissoziationsenergie sich um 3,7% verbessert. 

V schlechter als [8]. Diesen letzteren Dis- 


gen ist unser Resultat um 0,4 e 
ationsenergiewert erhielt WEINBAUM mit dem Zweiparametervariations- 


ahren, wenn in der Naherungsfunktion ausser der effektiven Kernladungs- 
| noch der Faktor variiert wird, welcher das Verhaltniss des homépolaren 


standes zu dem heteropolaren Zustande reguliert. Weinpaums Resultat ist 
shalb besser als unseres, weil die durch die Glieder ya (1)ya (2) und wo(1) wo (2). 


rakterisierten Zustande in der Eigenfunktion nicht sehr stabil sind. 


Acta Physica VI/3—4 
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Die Erweiterung der obigen Eigenfunktion durch den Korrelationsfaktor (1-_p 


Weiterhin soll gepriift werden, wie sich der Wert der Dissoziationsener, 
verbessert, wenn die obige Eigenfunktion durch den USER (i 
+ pry.) erweitert wird : 


Y = Ny, (e+ Ys + Ya + Ys) (1 + pris). 


wo p-einen neuen Variationsparameter bedeutet. Jetzt handelt es sich if 
wie friher um ein Zweiparametervariationsverfahren sondern um ein 


parameterverfahren. 
Der Energieausdruck, der ein Minimum werden soll, ist jetzt : 


yee xi Yi Yet VstVst Ys) (1+ pris) Hy, (Pot yet Prt Ys) (1+ pri) dt, dr 
. hae (Yo + Ys + Ps + Ys)? (L+-Prig)? dr, dr, 


Mit (7) kann man (9) folgenderweise schreiben : 


(eS tA ee ra ait 


2 


Iht2pi,+p?Il, R 
oh xt, Kiet PT Aa ba, 
 aieenegee 

Gs nis P,+I,; ie a 


~ 
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he Erweiterung der obigen Eigenfunktion durch den Korrelationsfaktor er- 
bt eine Dissoziationsenergiekorrektion um 18,3%,. 

Das fiir die pisspziaonsenergic mit der obigen Eigenfunktion erhaltene 
sesultat ist um 0,16 eV bzw. um 0,10 eV besser als das mit der W1IENBAUM- 
@hen [8] Drei- bzw. mit der HirscureLpEer-Linnetschen [11] Vier- | 
farametereigenfunktion ohne Korrelationsfaktor erhaltene Resultat. Unter den 
uf Grund der durch den Korrelationsfaktor erweiterten Eigenfunktionen berech- 
veten Dissoziationsenergiewerten ist das obige Resultat um 0,15 eV besser als 
yRost-BraunstEIns [14] Resultat und nur um 0,46 eV schlechter als JAMEs- 
jooLipces Resultat, das gleichzeitig mit dem empirischen Wert tibereinstimmt. 


Wiese letztere Tatsache wird sogleich verstindlich, wenn wir bedenken, dass 
james und Coouipce ihr Resultat nicht wie wir mit drei Variationsparametern 
yndern mit 13 Variationsparametern erhielten. 

Die neue Eigenfunktion ist verhaltnismiassig einfach, da sie nur wenige 
Jariationsparameter enthalt, so dass sie zur Berechnung physikalischer Kon- 
tanten komplizierterer Molekiile verwendet werden kann. 

Ich danke auch an dieser Stelle Dozenten J. HorvAru aufrichtig fir die 
Wurchsicht des Manuskriptes und J. Inty fiir die Durchfiihrung der Kontroil- 
behnungen der Integrale und fiir die Hilfe bei den numerischen Rechnungen. 


ANHANG 


Die Berechnungen der Integrale 


Unter den in den Energieausdriicken, die zum Minimum gemacht werden 
olen, sind diejenigen neu, in welchen der Integrand rio enthalt. Dieselben 


mi len in die folgenden zwei Gruppen eingeteilt werden : 


Liam = i Vt (Po+Ps+ Yat Ys)? wh U5 v{ Vg Tig dt, dT, , 
Jikim = =| (Yo+Yst+ Yat Ys) (Yo Y3— Ya 7 Ys) ML HEM PE Tie At, dt, 


i,k,l,m,n = 0,1,2 


kann. 
- Bei der Berechnung | de 
edriickte Wert von ri, verwendet : 


r Integrale wird der in elliptischen Koordinaten 


ar : : 
rie se ita leh 22 DUNN ea 


« 


2 [GU —HUE-DA—B (cor,—o9] 
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sowie die Neumannsche Reihenentwicklung [18]: 


2 : < ; v v : 
—— R » >» Dry Qi (U4) Pz (u—) Pz (1) Pz (v2) cos » (Py — Pp) » 
z=0) -v=0 
Da=2t- Tl, 


Do=(—I2Qr+/ yy: : ih. 
(r+)! : 
+ und “— bezeichnen den grésseren, bzw. den kleineren Wert von /, und 
P* und Q; bedeuten Legendreschen Polynome erster und UE Wird d 
Integrand mit dem oben angegebenen Ausdruck fiir r;. und Tis multipliziert, 
bekommt man ein Polynom von sechs Integrationsvariabeln (u,, 7, Py , 
Ye, P2) und die Integration wird in gewénlicher Weise sukzessiv durchfiihrbs 

Bei der Durchfiihrung der Integrationen werden die co 27 
genden Integrale verwendet : 


A, (a) = | e—™ urdu , 
; 1 


1 
B, (8) = | ey" dy, 
ay ; 


CS a a 


1; ; 
Gz (1, B) = | Pr) eo} (1—») 2 ay;, 
a4 : : Wie 
Wri, ce = J “ (U4) Pr sae emntent9) al lame (U3 a Ms 


Die mumieachen Werte der sii Grandintograte wurden yon f 
7 paar ‘A und Smmosx [19] in Tafeln zusammengestel 


Die neuen 1 Integrale ae ‘ich wie fle uns es = 


or 
- 
~~ 
{ : = 
Oo eee Se emma 


ey 


. - 
2 


PPT ey - 
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Re 
1 
Db200 = 


2 [W8 (2,4,2 a) — W§ (2,2,2 a)] (69 0,2) (68 (0,26) + 4)44]- 


+ 10 [W73(2,4,2 «) —W3 2,2,2 «)] 63 (0.2) + 
+ 18 [W} (2,4,2 a) —W4 (2,2,2 a)] 69 (0,2 6) + 


+28 (2,2,2.0) jes (0.2 A) [68 (2,28) + zi + 2.68 (2,28) + a +e 
: « 


+10 W3 (2,2,2 a) G8 (0,2 B) & (2,2 6) + eI “4 

+ 18 W9 (2,2,2 a) G3 (0,2 8) G3 (2,2 8) — 

— 6 W9(3,3,2 4) G (1,2 8) [era 2B) + ae | 4|_ 
ale G 3,2.a) G9 (1, 2B) + 


Ee $ W! (2,2,2 a) jo (0,2 A cr (0,2 6)-+ A 4 aa ms 


+ 2 W522,2 4) 65 (026) . 


4 ifs 4 VN 


Too2 = won a [we (0, 3, »2 a) +W5 0 (1,2,2 a) ie atts ) cay, 7a 


|e 10.20) (6 82,28) + ~ 4) sactean +: Le ze 
yssoletionacii rainzeseswsiuea 
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PACUET OCHOBHOrO COCTOAHHA MOJIEKYJIbI BOTOPOTA 
METO]OM BAPHALMM 


®, BEPEHII 


Pe3srwme 


B padore TIPOHSBEACH PacdeT MCTOAOM BApHalMH OTHOCHTCJIBHO SHEPluH CBA3H OCHOBHOTO 
OAHHA MOJCKYJIbI BOLOPOAa pH WOMOMM Tako OOWe coOcTBeHHOM dyHKUMN, KoTOpaA 
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KHDIX MOTeKY.. : 


ere PU ee bf were ory erp 


Paae < 


Ea 
hf 


AY 


= 


_ 
- 


| UBER DIE MIT HILFE DES STATISTISCHEN 


I. TEIL 
DIE BESTIMMUNG DER ENERGIETERME DER MESONATOME 
Von 
D. Kispr 
PORSCHUNGSGRUPPE FUR THEORETISCHE PHYSIK DER UNGARISCHEN AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN, 
BUDAPEST 
(Vorgelegt von P. Gombas. — Eingegangen: 28. IV. 1956) 


In der vorliegenden Arbeit wurde die dem Ubergang 1 S > 2 P des Mesonatoms entspre- 
hende Anregungsenergie bestimmt, wobei die berechneten Nukleonendichten der statistischen 
Kernmodelle als Grundlage dienten. Die Berechnungen wurden fiir die Kerne von Ti, Cu, Sb und 
Vb durchgefiihrt und ergaben fiir die Anregungsenergie der Reihe nach die Werte von 0,842 
TeV, 1,43 MeV, 3,90 MeV und 7,75 MeV. Die entsprechenden empirischen Angaben lauten: 
4,955 MeV, 1.55 MeV, 3,50 MeV und 6,02 MeV. 


; 1. Einleitung 


Es ist bekannt, dass sich Angaben iiber die Dichteverteilung der in den 
tomkernen befindlichen Protonen durch die Untersuchung der Energieterme 
lex Mesonatome sowie durch die Streuung von schnellen Elektronen an Atom- 
wcernen gewinnen lassen. 

Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist, auf Grund dieser beiden Methoden 
lie mit der statistischen Theorie der Atome berechneten Verteilungen der 
otonendichte mit den experimentell ermittelten Angaben zu vergleichen. 
ie konsequente Ausarbeitung der statistischen Theorie der Atomkerne ist 
it dem Namen von GomBAs verkniipft [1, 2,3]. GompAs bestimmte in seinen 
Arbeiten die Nukleonendichten einerseits im Falle von Yukawaschen Kraften 


—T12/To 

ée . . s hd - e - 

J eS a -|, andererseits in dem von singularitatsfreien Kraften 
J r 

ES Ted > 

x / . ~e) 2 . . 

Mir,.) = — ce “12/0 sowie J (745) = € (run'to)”), (In diesen Formeln ist ry, 


gemessene Abstand zwischen zwei Nukleonen und rp die Compton- 


: 1,355 - 10-'? cm. Die nachstehen- 


vellenlange der a-Mesonen: 1) = Me 


gen beschranken sich auf den Fall der Yukawaschen Krafte. 


1 Erérterun 
aus folgenden 


Die statistische Theorie baut die Energie des Atomkernes 
rgiegliedern auf: 

a) Aus der Fermischen kine 
ekannt, dass diese Energie eine 
ergie verhindert, dass der Kern infolge der W. 
icht. | 


tischen Energie des Nukleonengases. Es ist 
Folge des Pauliprinzips ist; die Fermische ~ 
irkung der Kernkrafte zusammen- 


AA4 D. KISDI | 


b) Aus der aus den Kernkraften resultierenden Austauschwechselwii 
kungsenergie. Es ist im wesentlichen diese Energie, die den Kern zusammey 
halt. 

c) Aus der Weizsickerschen Korrektion der kinetischen Energie. Dies: 
Energieglied wird unendlich, wenn die Nukleonendichte keine stetige Funk 
tion des Ortes ist [4]. So macht z. B. diese Energie das Kernmodell mit konstay 
ter Dichte instabil. 

d) Schliesslich aus der elektrostatischen Energie, die aus der Coulombelld 
Wechselwirkung zwischen den einzelnen Protonen herriihrt, und aus der dd 
Coulombschen Wechselwirkung entsprechenden Austauschenergie. : 

Zieht man unter den Kernenergien nur die zwei wesentlichsten, nant 
lich die Fermische kinetische Energie und die von den Kernkraften herrilh 
rende Wechselwirkungsenergie in Betracht, so lasst sich mit der statistisch 
Theorie ein Kernmodell mit konstanter Dichte ableiten. Fiir die Protonendich 
ge, und den Kernradius R ergeben sich dann folgende Werte [1]: 


0, = 0,461 as , R= 0,63T-A 7, = 0,863 710— Ae cme ( 

To 
GomBAs arbeitete die statistische Theorie des Atomkernes unter Beriic 
sichtigung samtlicher Energieglieder aus. Im Falle von Yukawaschen Krifte 
folgen die Nukleonendichten der Gaussschen Verteilung [1, 2]. Die Protone 
dichte in einem Kern mit der Ordnungszahl Z ist also: 


Za 
Le —aq2 &2 
65 (i= sate? : ( 
Te 
. . — r ° . . . ; 
Hier ist € =—— die vom Kernzentrum gemessene Entfernung in r -Einheite 


r, 
0 
und @ ein Variationsparameter, der aus dem Minimumprinzip der Energie b 


stimmt wird. GomBAs fiihrte an Stelle des Variationsparameters a die Gréss 
Cp) ein 


[3 
pea: =e cy = 0,361 ¢, 4" 
2 (92) aS Nf 
und erhielt aus dem Minimumprinzip der Energie einen von der Massenz 
unabhiangigen konstanten Wert : cy ~ 7,0 tL}: 
Bei Heranziehung der Gln. (1) und (2) ergibt sich fiir den Kernradiu 
der folgende Ausdruck* : ; 


ie eee = 4,33 70 4u 
ra) a Co 


*Der sedate ais wird folgendermassen definiert ; R? — _ r= als Q 
Val. [5]. a ee 
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(etzt man an Stelle’von cy) den von GomsAs ermittelten Wert 7,0 ein, so erhalt 
fan: 


R= 0,626 A*® r, = 0,848 - 10-134" em. (5) 


Im ersten Teil der vorliegenden Arbeit soll die Energie des 1S- und 2P- 
Jerms des Mesonatoms mit Hilfe der Dichten (1) und (2) berechnet werden. 
Nie zum Vergleich herangezogenen experimentellen Angaben wurden von 
ee und RAINWATER bestimmt[6]. Die Untersuchungen iiber die Streuung 
Jit schnellen Elektronen werden in dem demnichst erscheinenden zweiten 


jeil dieser Arbeit behandelt. 
{ 


2. Die Bestimmung der Energieterme bei Gaussscher Dichteverteilung 


Zur Bestimmung der Energieterme des Mesonatoms ist in erster Linie 
as auf das Myon (u-Meson) einwirkende elektrostatische Potential zu ermitteln. 
as elektrostatische Potential des Kernes wird aus der Poissonschen Gleichung 
*p — — 41 eo, berechnet unter der Bedingung, dass das Potential singulari- 
itsfrei zu sein und im Unendlichen zu verschwinden hat. Im Falle der Gauss- 


Zep (at | = ~*~ 0 (a8), (6) 


So ® das Gausssche Fehlerintegral bezeichnet. 
Die Energieterme des Mesonatoms sollen mit Hilfe einer Variationsme- 
thode bestimmt werden. Es ist bekannt, dass hierzu die Variationsaufgabe 


= Ae Wdv = min! (7)?: 


ES rls. 


mit der Nebenbedingung, dass p auf 1 normiert sowie im 


t werden muss, ! ! 
Eigenfunktionen der niedrigen Hnergie- 


le der angeregten Energie E auf die 
stande orthogonal zu sein hat. 

In der Gl. (7) bezeichnet « die Masse 
y dass —e @ die potentielle Energie des 
_ Da das Potential p kugelsymmetris 
ner radialen Eigenfunktion und einer s 


isammen : 


des Myons und e die Elementarladung, 


Myons bedeutet. 
ch ist, setzt sich Y% aus dem Produkt 


pharischen Kugelfunktion wie folgt 


wv =F) Yim (8,9) -— (8) 
| | 
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Im Falle der 1S- und 2P-Terme ist 1=0 bzw. |= 1. Fir die radiale Eigen 
funktion f(r) sei im Falle dieser beiden Terme folgende Variationsform gewahlt| 


fe * fis (y= ZG a—(Z Bis), Ee- +(ZBap)%e2 : (9 


(ZBop yr ete— 5.(Zp18)2 ell (10) 


Pea mat 


Diese Ausdriicke befriedigen die Randbedingungen (0) =f (co) = 
und sind bei jedem Wert der Variationsparameter f auf 1 normiert. Da +] 
und Y1 orthogonal aufeinander sind, braucht f2> nicht orthogonal auf fis z 
sein, so dass $,5 und /2p unabhangig voneinander variiert werden kénnen. 

Setzt man die Gln. (8), (9) und (10) in den Ausdruck (7) ein, so gelang 
man zu der Energie der 1S- und 2P-Terme als Funktion der entsprechendey 
Variationsparameter. Im Falle des Potentials (6) ergeben sich folgende Beziehun 
gen: 


ie z2| 148625 — 1,20 ie Lees Mev. “a 
/1+ @63s — 


, é 282 
Bap = Z| 2618p — 0,799. Pee (1 i Stee |{ Mew. ; 


V1 + 063, 21+ a%f3p 


In diesen Beziehungen ist 


——__~ ++ a 


= ee 


al 
v . 


eine fiir Aenea nice: cLacnraanie Grésse, die im Falle £9: =e 0 
‘. it [lye _werden kann: ay —_ ae 


= 039624". ae ns ions i a 
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uirgebnisse sind in ¢ abe Zus nges i 

: ’ d in der Tabelle I zusammengestellt. Die erste Spalte der Tabelle 
fothalt die Ordnungszahl, die zweite das chemische Atomgewicht. In der dritten 
Npalte stehen die aus der Formel (14) berechneten Werte fiir a, Die vierte und 
Wchste Spalte gibt die Energie der 1S- bzw. 2P-Terme in MeV an, wahrend die 
Jinfte und siebente Spalte die entsprechenden Variationsparameter enthalt 
pie achte Spalte zeigt die Werte der Anregungsenergie AF = Fy) — Ey; und 
Fie letzte die Messergebnisse von Frrcu und Rainwater. 
i 


Tabelle I 
Energie in MeV 

Z a ® E Fe E ae OF 
i ig . 2 OPE es Pop | Sa le 
| | | = i 7 ae ee 
22 | 47,90 31,6 -— od 3,99-- 105° |-——0,313 | 1,63 -.10-8 0,842 | 0,955 
29 63.57 45,8 == 1,976) 3,86 - 10-2 | —0,544 | 1,62 - 10-3 1,432 | 1,55 
51 | 121,76 | 100 — 5,58 | 3,43- 10-8 | —1,68 | -1,62-10-2 | 3,90 | 3,50 
we | 207,21 192 —12,07 | 2,78 - 10-? | —4,32 | 1,60 - 10-8 Tlie) | 6,02 


Die Ubereinstimmung zwischen der berechneten Anregungsenergie AE 
nd der empirisch gemessenen ist gréssenordnungsgemiiss als sehr gut anzu- 
Worechen. Die bestehenden Abweichungen lassen sich auf drei Ursachen zuriick- 


a) Die Energieterme wurden hier in der ersten Naherung der Variations- 
ethode bestimmt. Es ist indessen vorstellbar, dass die Variationsformen (9) 
Ind (10) die wirkliche Eigenfunktion nicht am besten approximieren, so dass 
die Energieterme etwas héhere Werte erhalten wurden als sich bei der 
<akten Lésung ergeben hatten. Infolge des so begangenen Fehlers entsprechen 
Iso die in der Tabelle I angegebenen Anregungsenergien AF nicht unbedingt 
en exakten Lisungen des Eigenwertproblems. 

__ b) der Energieausdruck (7) besitzt nur in nichtrelativistischer Naherung 
Hiltigkeit. Es ist deshalb zu untersuchen, ob die relativistischen Effekte einen. 
Fesentlichen Einfluss auf die Werte der Energieterme austiben. 
ec) Der Fehler kann auch davon herriihren, dass die als Grundiage genom- 
e ne Gausssche Dichte nicht vollig der Wirklichkeit entspricht. Um die Abhan- 
igkeit der Anregungsenergien AE von der Form der Dichte zu ermitteln, sollen 
_ Energieterme auch mit der konstanten Dichte der Gl. (1) berechnet wer- 
Schliesslich sei untersucht, inwieweit die Energieterme vom Kernradius, 
uer von der Konstante cy abhangen [vgl. Gl. (4) ]. Es ist nadmlich méglich, 
die Anregungsenergien, wenn man Cy nicht durch den von GomBAs berech- 
eten, sondern durch einen passend gewahlten anderen Wert substituiert, 
Ibst im Falle der Gaussschen Dichteverteilung mit den empirischen Werten 


ereinstimmen werden. 
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3. Die Abschitzung des durch das Variationsverfahren verursachten Fehler; 


Die Variationsformen (9) und (10) entsprechen den exakten Lésungen des 
spharischen Oszillators. Wenn also auf das Mesonatom ein Oszillatorpotentia; 
einwirkt, gelangt man mit dem Variationsverfahren zu der exakten Lésung des 
Eigenwertproblems. In Abb. 1 ist die potentielle Energie — ep des Myony 


4: 
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Fig. 1. Die potentielle Energie des im Feld des Pb-Kernes sich bewegenden Myons in MeV- 
Einheiten 


bei einer Ordnungszahl Z = 82 dargestellt. Es ist ersichtlich, dass das Potentiall 
im Inneren des Kernes tatsachlich durch ein Oszillatorpotential [also dure 
eine Funktion von der Form p = go (1 + 6 &?)] gut angenahert werden kann.| 
Wenn sich das Myon mit grosser Wahrscheinlichkeit im Inneren des Kernes 
befindet, gibt das Variationsverfahren eine gute Naherung der exakten Losuag. | 
Dies ist bei den schweren Kernen der Fall (Z = 51, Z = 82). So ist z. B. beim 
Kern mit der Ordnungszahl Z = 82 im 1S-Zustand die Wahrscheinlichkeits- 
. dichte |p, 5 (0)|? i im Kernzentrum fiinfmal grésser als die Wahrscheinlichkeits- 
dichte |y,5 (R) 2 am Rande des Kernes. Demgegeniiber ist das Myon hei den} 
leichteren Kernen mit griésserer Wahrscheinlichkeit auch ausserhalb des Kernes 
anzutreffen. So ist z. B. bei einer Ordnungszahl Z = 22 die Wahrscheinlichkeit | 
(prs (0)|? nur um 15% grésser als die Wahrscheinlichkeit (vis (R)|2. 

Im Falle von schweren Kernen wird also der infolge des Variationsvet 
fahrens begangene Fehler geringfiigig sein. Zur Abschatzung der Gréssenordnung 
des Fehlers wurde von uns fiir den Fall der Ordnungszahl Z = 82 die auf die 
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jradiale Eigenfunktion f(r) beziigliche Eigenwertgleichung 


Aba ap Uae Neg | Ze" 


9 2 2 
2ure \ dé é re 


— 0 (a8) f = Ef (16) 


ystreng (mit der Adams-Stérmerschen Methode in § = 0,05 Schritten) gelést. 
»Hierbei wurden fiir die Energie der 1S- und 2P-Terme die Werte F535 = —12,54 
MeV bzw. E,, = —4,70 MeV gewonnen. Die mit der strengen Methode berech- 
Jaete Anregungsenergie betragt also AK = 7,84 MeV ; von diesem Wert weicht 
‘i mit dem Variationsverfahren bestimmte Anregungsenergie AE = 7,75 MeV 
4insgesamt um nur 1% ab. Die Abweichung von 23% von dem empirischen Wert 
von 6,02 MeV lasst sich also keineswegs mit dem durch das Variationsverfahren 
4verursachten Fehler erklaren. 
Zusammenfassend kann man feststellen, dass der durch das Variations- 
“verfahren verursachte Fehler bei schweren Kernen nur 1% der Anregungsener- 
sie betragt ; hier ist die Ursache fiir die Abweichung vom empirischen Wert 
»in den im 2. Abschnitt unter b) und c) angegebenen Fehlerquellen zu suchen. 
“Demgegeniiber kann das Variationsverfabren bei leichten Kernen einen bedeu- 
‘itenderen Fehler in der Berechnung der Anregungsenergie verursachen. Aus 
diesem Grunde seien die nachfolgenden Erérterungen lediglich auf den Fall von 


‘Aschweren Kernen beschrankt. 


4. Die relativistische Korrektion 


Der Energieausdruck (7) entspricht dem nichtrelativistischen Hamilton- 
operator 


g Re 
E H = iye = eV . (17) 
2u 


Wie relativistische Quantenmechanik erginzt den Hamiltonoperator durch 
Jawei Glieder. Die Korrektion der kinetischen Energie entspricht dem Massen- 
muwachs, wahrend die Korrektion der potentiellen Energie die Spin-Bahn- 
Wechselwirkung darstellt. In der relativistischen Theorie ist also die Gl. (17) 


lurch folgenden Ausdruck zu ersetzen i lisa 


4 #2 dp (9 cael 
pie ee | +—. (18) 
. 2 8u3c? 4u?c? dr \ Or cae 


antenzahl, deren Wert bei den Termen Sissel coun 


Bier bedeutet k eine Qu 
1. Der Energieausdruck 


P,j, der Reihe nach k = —1, ier — 2, baw. ke — a ogee 
a) { p*Hyp*dv sei auf Grund der Gl. (18) berechnet, wogegen fiir die 
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radiale Eigenfunktion die Form (9) bzw. (10) beibehalten werden soll. Di 
Energieausdruck fiir E“°” ergibt sich offenbar aus der Addition des nichtrel! 
tivistischen Energieausdruckes fiir E und des wellenmechanischen Mittelwert} 
E“ der Korrektionsglieder, 

Da der Ubergang 2P,,, > 1S_,, verboten ist, entspricht jetzt dem nic ; 
relativistischen Ubergang 2P + 1S der Ubergang 2P,,,—> S,,,- Fiir die Korre} 
tionsenergie E ergeben sich im Falle der 1S,,.- und 2P,,.-Terme die folge; 
den Ausdriicke : 


2.{3 Fis Pis 
Tne See 0,460 Z2 Be ji. aoe 1,20 See if = 
1Si;2 Pis 9 72 af V1 i 2 Bs 
(14 
2 92 
RNS SRA Y 
2 1+a2fis | | 
ES, = — 046022 f3p\> “2? 4 9,799 Par __[5 4 Bp 
2 1 + a? 62, 1 + a? BSp 


(21 


L 3 |  @BSp ¥) | | MeV 
4 1 + a? 63, 


Hier bezeichnen die auf der rechten Seite stehenden Gréssen E,s und. E, 
die nichtrelativistischen Energien. Der weitere Gang der Berechnung ware, di 
Energieausdriicke 


Eee) — B+ BO 

n bezug auf 6 zu minimalisieren, wonach der Minimumwert der Energie 

Energieeigenwerte geben wiirde. Anstatt dessen soll hier die erste Naherung d 
Stérungsrechnung angewandt werden, und zwar folgenderweise : fiir 6,5 un 
Bap werden die im nichtrelativistischen Fall bestimmten Werte iibernommen} 
mit Hilfe dieser erhalt man dann aus den Gln. (19) und (20) die Werte der Ko 
rektionsenergien E(, Die Ergebnisse der fiir den Fall der Ordnungszahle 
Z=51 und Z=82 durchgefiihrten Berechnungen sind in der Tabelle II zusamme 
gefasst. In der Tabelle wurden zu Vergleichszwecken nochmals die nichtrel | 
tivistischen sowie die empirischen Anregungsenergien angegeben. 


Tabelle II 
Energie in MeV 
(rel) rel (rei 
P|) Fig. | Fey | 4B ae | age? 
ol. | — 5561). =-1,69 3,92 3,90 3,50 
82 ae — 4,37 1,74 1, tole Ne 16.02 
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Die Abweichung der relativistischen Anregungsenergie AE“? von der 
§nichtrelativistischen Anregungsenergie AF ist ganz unbedeutend. Im End- 
gergebnis diirfte also die Ursache fiir die Differenz zwischen den berechneten und 
jgemessenen Anregungsenergiewerten bei schweren Kernen darin bestehen, dass 
Sdie mit der statistischen Theorie berechnete Protonendichte nicht véllig der 
PWirklichkeit entspricht. 


5. Das Kernmodell mit konstanter Dichte 


Im bisherigen wurde gezeigt, dass es nicht méglich ist, die Anregungsenergie 
der Mesonatome der schweren Kerne bei Annahme einer Protonendichte mit 
+ Gaussscher Verteilung in voller Ubereinstimmung mit der Erfahrung zu deuten. 
Im vorliegenden Abschnitt sei nunmehr untersucht, inwieweit sich die Anre- 
gungsenergien andern, wenn man im Kern eine konstante Dichte annimmt. 
Im Falle konstanter Dichte ergibt sich das elektrostatische Potential zu: 


Pare, 
ee pei 
Re\2 Dal 
Dave (21) 
Ende r>R 


Hier ist R der Kernradius, der in diesem Abschnitt als gleich gross wie in Gl. 


(1) angenommen werden soll. 
Berechnet man die Energie der 1S- und 2P-Terme mit diesem Potential 


i {wobei die bisher benutzten Variationsformen beibehalten seien), so gelangt 
man zu folgenden Ausdriicken : 


~ 1 1 2 
2 T) \? 42 9.00 2-|/x@ (A h we + ce MeV, 
Eis =Z | 148 ay is TR \® (Ais) 2das 


(22 


Ais 
_ 5 5 
_ oF gp — 9,00-22[ 20020) [1 — | fat 
Bp = 72 247 |] Asp 9,00 Pale (s0)| 6Adp WE. 


eutet } einen Variationsparameter, der mit der 


; n diesen Gleichungen bed 


iiher eingefiihrten Grisse / in folgender Beziehung steht : 


je Ep =0,637ZAi8 8. (24) 


ui) 


a 
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Die Werte der die Energien (22) und (23) minimalisierenden Parameter A, di 
diesen entsprechenden Werte von / sowie die Energien E sind in der Tabelli 


III zusammengestellt. 
Tabelle III 
Energien in MeV 


! 
Z 21s | Pry Eis | A2p Pop | E2p 
Sik | 0,523 So o20n LOm” | — 5,60 | 0,245 iy Ara at — 1,68 
82 | 0,799 | 2,58 - 10-3 | — 2,2] | 0,457 -| 1,48-10-*| —.4 33 
| 


} 


Schliesslich- werden in der Tabelle IV die mit der konstanten und de| 
Gaussschen Dichteverteilung gewonnenen Anregungsenergien mit den empirischer 
Werten verglichen. Die Abweichung vom empirischen Wert ist um eine Gréssen 
ordnung grésser als die Differenz der mit den zweierlei Dichten berechnete1 
Anregungsenergien. Aus diesen Berechnungen darf also gefolgert werden, dass 
die Anderung der Dichteform die Anregungsenergien nicht wesentlich beein: 
flusst ; die Ursache fiir die Abweichung zwischen den berechneten und den ge: 
messenen Werten ist in einem anderen Umstand zu suchen. 


Tabelle IV 


Energien in: MeV 
a 


AE AE 7 
Z Konstante Gausssche a 
Dichte Verteilung Empirisch 
51 3,92 3,90 | 3,50 
82 7,88 175 ee 


6. Die Bestimmung des Kernradius 


Im vorherigen Abschnitt wurde gezeigt, dass die Anregungsenergie des 
Mesonatoms nur unwesentlich von der Form der Dichteverteilung der im Kern 
befindlichen Protonen abhingt. Jetzt sei untersucht, inwiefern die Anregungs- 
energie durch den Kernradius beeinflusst wird. Als Grundlage sei das eine} 
Gausssche Verteilung voraussetzende Modell gewahlt ; im Falle dieses Modells 
ist die Energie der 1S- und 2P-Terme durch die Gln. (11) und (12) gegeben. Im | 
Abschnitt 2 wurde « aus der Gl. (14) berechnet, d.h. die Konstante cy dureb 
den von Gomsis ermittelten Wert von 7,0 substituiert. Jetzt soll jener Wert | 
von cy bestimmt werden, bei dem die Anregungsenergie der Mesonatome ‘mi 


grosser Ordnungszahl die bestmégliche Ubereinstimmung mit den empirisch e 
Angaben aufweist. 
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Aus den Gln. (11) und (12) geht hervor, dass die durch Z? dividierten 
Energiewerte ausschliesslich von der Grésse a abhdngen. Infolgedessen ist der 
durch Z? dividierte Wert der Anregungsenergie AE = Eyp — E,s ebenfalls 
gnur eine Funktion der Grésse a: 


AE 
FAG F(a) . (25) 
Die den in der 3. Spalte der Tabelle I angegeben Werten von a entspre- 
qchenden Werte F kann man derweise erhalten, dass man die in der 8. Spalte 
ie eolichen Anregungsenergien der Reihe nach durch das Quadrat der entspre- 
cchenden Ordnungszahlen dividiert. Auf diese Weise lassen sich vier Punkte der 
Funktion F(a) béstimmen. Schon aus diesen vier Punkten ist ersichtlich, dass 
idie Funktion F (a) in guter Naherung durch eine Funktion zweiten Grades 


(Parabel) approximiert. werden kann: 


F(a) = 6b, a? + 6,0 + b,, (26) 


mab, = 2,39 - 10-9 MeV ; b, = — 4,25 - 10-* MeV ; b, = 1,89 - 10-3 MeV. 


Fiir die Anregungsenergie ergibt sich aus den Gln. (25) und (26) die Formel 
AE = Z? (b,a?+ b,a + 6,) aus der sich durch Einsetzen der Gl. (13) folgender 


-sAusdruck gewinnen lasst : 


a) 


| 7 Ale) 1/3 
ng os 1,84 - Unies — 1,18 10-° oe =e 80" (Qi | MeV. (27) 

| c € | 
_ Schliesslich soll c, in der Gl. (27) so gewahlt werden, dass AE im Falle 
Aschwerer Kerne gut mit den empirischen Werten iibereinstimmt. Es ist un- 
schwer zu beweisen, dass diese Forderung durch den folgenden Wert fiir co 


Cee=10o1 (28) 


Setzt man diesen Wert von ¢, in die Gl. (4) ein, se erhalt man jenen Kern- | 
bradius, der gemiss dem Spektrum des Mesonatoms am besten der Wirklichkeit 


flentspricht : _ : 
R = 0,862 r, AU? = 1,17- 10-* A¥? cm . (29) 


7. Diskussion der Ergebnisse 


Die Ergebnisse der hier besprochenen Untersuchungen lassen sich also 
tistische Kernmodell ist imstande, das Spek- 
Gréssenordnung zu deuten. Die Ursache fiir 
chneten und gemessenen Werten besteht 
hen Theorie berechnete Kernradius 


wie folgt zusammenfassen. Das sta 
trum des Mesonatoms in richtiger 
Abweichung zwischen den bere 
n, dass der auf Grund der statistisc 


¢ 
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R = 0,848 - 10 ~18 A1/? cm betragt (vgl. [6]), also um etwa 25% kleiner : 
als der den empirischen Angaben am besten entsprechende Wert R = 1,17 - 1071 
At® cm. Diese Abweichung ist indessen nicht als ein grosser Fehler anzuspreche 
besonders nicht, wenn man beriicksichtigt, dass die Kernradiusberechnung a) 
statistischen Theorie keine einzige empirische Angabe verwendet. 

Die Ursache dafiir, dass die berechneten Kernradien nicht véllig mit df 
empirischen Werten tibereinstimmen, diirfte in den Kernkriaften zu suchen sei 
Ks ist offenkundig, dass die Kernradien, wenn man das Yukawasche Potenti 
durch eine singularitatsfreie Kernkraft oder gerade im Falle r,, = 0 durch eit 
Kraft ersetzt, die in eine abstossende Singularitat ubergeht, gréssere Wer} 
haben werden. ) 

Fiir die Anregungsenergie des Mesonatoms sind besonders dann gul 
Ergebnisse zu erwarten, wenn man die Protonendichte fiir den Fall von Kernkri 
ten vom Typ J(ry2) =— ee “/"™* hberechnet; in diesem Fall ergibt si 
namlich der Kernradius zu R = 1,10 - 10748 41/3 em [3]. In der vorliegend 
Arbeit wurden aber trotzdem die Yukawaschen Krifte als Grundlage gewah 
weil die Mesonentheorie der Kernkriafte eindeutig zu dieser Wechselwirku: 
fihrt, wihrend die Einfiihrung der singularitatsfreien Kernkrafte nur auf phant 


menologische Weise méglich ist. 


* Ok 
* 


An dieser Stelle sei Herrn Prof. Dr. P. GompAs fiir seine wertvollen Ra 
schlage und seine Unterstiitzung bestens gedankt. Zu Dank verpflichtet ist d 
Verfasser ferner seinen Mitarbeiterinnen Frl. E. MAcort und Fri. Zs. Ozor6ocz 
die bei der Ausfiihrung der numerischen Berechnungen behilflich waren. 


LITERATUR 


. P. Gompds, Acta Phys. Hung., 1, 329, 1952. 

. P. Gomis, Acta Phys. Hung., 2, 223, 1952. 

- P. Gompds, E. MAcort, B. MoLNAR und BF. Szan6, Acta Phys. Hung., 4, 267, 1954. ~ oI 
.C. F. v. Weizsdcxer, ZS. f. Phys., 96, 431, 1935; vgl. noch P. Gomsis, Die statistiscl} 
B. 

WW 

L, 


=m ORD eH 


Theorie des Atoms und ihre Anwendungen, Springer, Wien, 1949. S. 110 ff. 
G. JaNnovicr, Phys. Rev., 95, 389, 1954. 
L. Fircu und J. RAINWATER, Phys. Rev., 92, 789, 1953. 
I. 


Scuirr, Quantum Mechanics, McGraw- Hill Book Company, Inc. New York, 1948. $.320 


anv 


MCCJIEHOBAHVE MPOTOHHOM NJIOTHOCTH, BbI4UMCJIEHHOHM C TMIOMOLbH 
CTATMCTHYECKONW MOETU AMPA I, ONPEQEJIEHHE SHEPPETMUECKU! 
YPOBHEHM u-ME3OHHOrO ATOMA : 


q. KMWIQM 


Pe3swme , 


B padore onpeyenena oneprua BOSOyKLCHUA, COOTBETCTBYIOINAA nepexoay 1S—> 2 
M¢€SOHHOrO aToMa. Ha ocHoBe HYKNOHHOM MWIOTHOCTH, BBIYMCeCHHOH MpH nomMomM cTaTH 
YecKol Moenu Apa. Pacuerst mpoperenb B cayyae anep Ti, Cu, Shu Pb; ua 9nHe 
BOSOYKICHHA MOMyYeHbI crenyroume sHauenus : 0,842 MeV, 1,43 MeV, 3,90 MeV, 7,75 
COOTBETCTBEHHO. CooTBeTcTByOlHe SKCHEPHMeCHTAIBHbIe aHHbIe ; 0,955 MeV, 1,55 


3,50 MeV, u 6,02 Mev. c 
4 5. » | 
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By 
L. JANossy, T. SANDOR and A. Somocyi 
CENTRAL RESEARCH INSTITUTE OF PHYSICS, DEPARTMENT FOR COSMIC RAYS, BUDAPEST 


(Received 4. V. 1956) 


| Extensive air shower measurements carried out simultaneously with counter batteries of 
Vdifferent areas are reported. All the four counter batteries were covered with absorbers of diffe- 
Srent materials and thicknesses. The spectrum of the effective density (i. e. that of the primaries 
capable of producing at least one ionizing secondary beneath the absorber) turns out to vary with 

the material and thickness of the absorber. This means that the transition effect appreciably 
@depends on the nature of showers selected with different counter areas. 


I 


The ratio of electrons and photons in air showers can be determined with 
coincidence arrangements. Consider an n-fold coincidence arrangement consisting 
of n counter batteries of areas S. The probability of an n-fold coincidence caused 
{by a shower containing in the vicinity of the apparatus x particles per unit area 


is given by 
(1 se mde 


and thus the rate of n-fold coincidences caused by all showers incident on the 


arrangement is 


; Gn (S) = f (1 -- e-S)" AQ@)ax, (1) 


‘where A(x) is the differential density spectrum of the showers. It has been shown 
that 
ia CAS) =n” (2) 


and thus 
mn AG) toga (3) 


Measurements 
counter batteries being arranged in the corners 
have led to the following numerical values ({1 


of a square of 9,5 m side lengths, 
] and further unpublished data) 


a = 1,22 + 0,04, [units : dm, hour] 
y = 1,421 + 0,009 . (4) 


in our own laboratory with a fourfold arrangement, the 
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The above values are in good agreement with those found by other workers [2} 

Suppose the electrons to be accompanied by photons ; denote the densiti 
of photons by y. If the density of photons is proportional to that of electron} 
then the density z of electrons and photons can be written 


z=a+y=(1+a)x. 


Covering the counter batteries by a thin layer of lead, one might expect thi 
photons to give rise to pairs of electrons ; if we suppose that the electrons an} 
photons possess energies around the critical energy in air, i. e. of the order d 
10% eV, then one must suppose that a layer of a few mm of lead although in} 
sufficient to stop many of the electrons is sufficient for many of the photon 
to produce pairs. More accurately, the density 2(@) of particles, i. e. the densit' 


of the single incident electrons capable of penetrating the absorber together wit! 
the density of the pairs created in the absorber and emerging out of it should by 


(0) = x(p(O) + aq(0)) = Bx, (5 


where p(@) is the probability for an electron to traverse the absorber and g(O 
the probability for a photon to create a pair in the absorber, of which at leas 
one electron emerges out of the absorber. @ is the thickness of the absorber. I] 
for a given lead absorber p(@) ~ g (O) ~ 1 then | 


Bee care 


According to the above picture a lead absorber of a few mm thick} 
ness should increase the density of particles falling upon the counters by a fac 
tor 6, thus the_rate of coincidences under the layer O should be expected to b¢ 
given by 


C, (S, 0) cs " (1 ae apne & ax’! dx = pv C,(S - 


i—] 


S 
For 6 ~ 2 one should expect an increase of the rate of coincidences by a factoy 
B’ ~ 3. Actual measurements by many authors [3 ], [4] have, however, show 
that although the rate of coincidences in a shower arrangement indeed increase 
if the counters are covered by thin layers of lead, the increase amounts to a few 
percents only and this increase is not compatible with the assumption that thd 


particle density is considerably increased hy the creation of pairs in the ab 
sorber. | 


The comparatively small increase in the rate of shower coincidences caused 
by lead absorbers might be interpreted either by assuming that the electrons 
are accompanied only by very few photons of energies sufficient to produce 


= 
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fairs or alternatively it might be accounted for by the assumption that the in- 
frease of particle density caused by the creation of pairs is nearly completely 
fompensated by the loss of incident electrons through absorption. The latter 
gssumption can be ruled out, however, according to the measurements of MILLAR 
3] and also others [5] showing that the rate of coincidences is only little re- 
suced by an absorber consisting of light material, where pair production is 
a but where the absorption must be expected to be comparable to that 
1 an absorber of higher atomic number. Measurements with light absorbers 
y20w that many of the electrons incident on a shower arrangement have suffici- 
nt energy to penetrate a lead absorber of about 1 cm Pb. The lack of increase 
4f coincidences under such an absorber seems therefore to indicate that there 
‘re only few photons accompanying the electrons, thus the measurements seem 
indicate a Sl. . 
According to the cascade theory one should expect a ~ 1. There seems 
jhus to be a discrepancy between the experimental results and the prediction 
the theory. Measurements which we report presently seem to shed some light 


n the problem. 
We have measured the coincidence rate recorded by a shower arrangement 


function of the area S of the counters under various layers of absorbers. 


I] 


The experimental arrangement. The measurements were carried out at a 


Geight of 410 m above sea level inside a wooden hut, the roof of which was about 


g/cm? water equivalent. The arrangement consisted of a fourfold coincidence 


‘Yet. The four counter batteries were arranged in the corners of a square of about 
70 m side lengths (see Fig. 1). The batteries consisted of 10 counters each ; 
arious combinations of these counters were used so as to observe coincidences 
Ibtained with different counter areas. The counters were resting on a 5 cm 
hick layer of lead and were surrounded from the sides by a lead absorber 7,5 cm 
ick. Various absorbers resting on the side absorber were used in the course of 
he measurements. The counter batteries were enclosed in 4 aluminium boxes of 
mm wall thickness and the absorbers placed above the arrangement were 
sting on a 2,5 cm thick wooden board, the board being supported by the side 
rber. Measurements were also carried out with water absorbers, in a zinc 


late box without lid of 0,5 mm wall thickness containing the water. 
are collected in Table 1. In Fig. 


The results of the series of measurements 
we have plotted the quantities 


R=C, (O/C) 
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320 cm? 


640 


Table 1 


cm? 


1600# 


3200 cm? 


» 


coinc/hour | 


| relative 
| values _ 


coine/hour 


relative 
values 


coinc/hour 


relative 
values 


coinc/hour 


relative 
values 


0 m/m 


3 m/m 


Pb 


7 m/m 


Pb 
10 m/m 

Pb 
13 m/m 

Pb 


25 m/m 
Pb 


18,5 m/m 
Fe 


187 m/m 
H,O 


i. e. the relative change of coincidence rates as function of the absorber thickne 


@, each transition curve corresponding to measurements at constant area S 
We see that the relative transitio 


the area S of the counters. 


2,9+0,15 


| 4,140,25 


4,7+0,16 


+4,4-+0,21 


4,0+0,17 
2,6+0,4 
3,5+0,15 


2,7-0,15 


1,41-40,12 
1,62+0,1 

1,52+0,11 
1,38+0,10 
0,90-+ 0,07 
1,2140,08 


0,93-+0,07 


8,44.0,21 


10,7+0,39 


11,1+0,24 
10,4-++0,32 
9,5+0,26 
6,0+0,21 
8,6+0,24 


6,3+0,23 


GH counters |~— 


1,27+.0°06 


1,32+ 0,04 
1,24+0,05 
1,13+0,04 
0,710,03 


1,02+0,04 


- |29,8+0,37 


34,5-+0,70 


32,9+0,41 


1,16+0,03 


1,10+0,02 


31,0+0,55 


28,44+0,44 


16,7+0,35 


27,0+0,42 


0,74-40,03 


20,74 oe 


99m 


Peed 
hebokaled 


1,04+0,02 


0,95 1008 


0,56+0,01 


0,91+0,02 


78,8-40,61 
86,4-+1,1 


79,4+.0,61 


'1,09+0,0 


1,01+0,0 


71,0+0,84 
67,3+ 0,68 


39,3+0,55 


66,8+ 0,65 


0,69+0,01 


a , 
eae 


51,4+0,66 


| 


n effect is the more pronounced the smaller 


al 


* 
ur > 


724 


0,90+0,01 


| 
| 
0,85 + 0,0 | 


a 


¥ 
0,50+0,0 
0,854 0,01) 


0,65-+0,0 


Ne 


! 


= 
“3 


1 
| 
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So as to see where the discrepancies arise from, we have plotted in Figs 
3, 4 and 5 In C4(@) against In S. > 


leoincfhour]} 


320 ~~——«640 1600 ~—«3200~—~S*«we mFS. 


Fig. 5. The rate of fourfold coincidences versus counter areas under absorbers 
of different materials and thicknesses = 


Ane eee ee a 


140; * 
paris oo : ‘ 
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Denoting thus the effective density spectrum under an absorber O by 


2 
: Ao (x) = a(0)x 1! 
4 
ve have collected the values of »(@) and a(Q) in Table 2 and plotted them in 
f a(@) 
Zi 
é 20 
; 18 
16 
14 


ee 


Ue, 


Vig. 7. The coefficient of the effective-density spectrum versus the thickness of the absorber 


. 6 and 7. (The shape of the function a(@) depends on the choice of unit of 
2 Bee thus the graph of Fig. 7 contains some arbitrariness. ) 


=< Table 2 
— Absorber a{@) | y(0) 
= . 0 mm } 12940,06 | 1,414£0,01 © 
3 mm Pb 1824017 -| 1,31 £ 0,02 | ae 
ee rem PHS eo 2.00. 0.13 on) Y 1,23 0.01 ae - ‘= 


10 mm Pb 4 (208025 | 1204 0,020 
gree Sy 5 ; = , ec oe ar ae she Ein 


a ee ee i 
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1. If the counters of different sensitive areas are being placed at differex 
distances from the side wall (Fig. 8), the counting rates of the individual counte} 
are possibly influenced in different ways. Therefore we carried out measuremen} 
also without a side wall. The data thus obtained are collected in Table 3, whey 
the values measured with side wall and wooden roof are also indicated. Takin} 
the weighted mean of the relative values, the loss caused by the side walls ant 
wooden roof turns out to be 3,2 +0,8%.The root mean square deviation (1,4) ¢ 
the values obtained with different areas scarcely exceeds the standard errd 


of the mean (0,8), thus the losses observed with different counter areas can i 
taken to be equal. 


0 10 20 38cm 


Fig. 8. The arrangement of the counters with side absorber 


Nevertheless when attributing the difference between the root mean squar 
deviation and the standard error to a weak systematic variation, this would b} 
of just the opposite sign to the difference in the transition effects. Thus, if co 
rection for the difference of the side wall effects would be made, the differenc 
in the transition effects would appear yet more pronounced. 


Table 3 


320 em? 640 cm? 1600 cm? 3200 em? 


coine/h relative % coinc/h relative % coine/h relative % 


coine/h relative % j, 


without ™ 
side 3,2 +0,1 8,7+0,2 31,1-40,3 80,8-40,5 
wall 


90,6 45,6 |————| 96,5 +32 | ——— 95,8 .1,5 |_| 97,5 440 
with 

side ~\ 
ae 2,9-40.1 8,440.2 29,8-4.0,4 78,8-0,6 
wooden 
roof | 


2. The scattering in the roof absorber and the scattering backwards | 
the absorber beneath the counters can also cause a spurious change in the trans-+ 
ition effect observed with different counter areas. The scattering may appeg 
either as loss in the shower rate (Fig. 9a) or as increase of it (Fig. 9b and 9e) 
The change in the apparent sensitive areas w 


hen the counters, connected i 
parallel, are placed close together, 


is not proportional to the area of the 
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meter surfaces but the scattering alters the apparent sensitive areas in first 
‘ipproximation by a constant additive term. 
So as to examine the effects of scattering 
9 
yer ‘ i 
vere carried out. The rate of showers under 13 mm Pb was measured with the 


the followmg measurements 


‘ame counter batteries as before but the counters in each battery were 
ie as shown in Fig. 10. The counting rates obtained with 5 counters 


a) 


b) 


c) 


ig. 9a. b, c. Possible scattering events. Fig. 9a: spurious diminishing of the counting rate. 
Fig. 9b, c: spurious increase of the counting rate 


ontrol — with all the 10 counters (No 1—10) are collected in Table 4. It can 
'e seen that the counting rate observed with counters No 1, 3, 5, 7, 9 signi- 
eds that of counters No 1, 2, 3, 4, 5. This would indicate that the 
cattering has an appreciable effect on / causing some spurious diminution of it. 
In order to check this conclusion measurements were also made — but 
ithout absorber over the counters — with the arrangement shown in Fig. 10. 
the results are collected in Table 5. As can be seen from there, the counting rate 
f counters No 1, 3, 5, 7, 9 exceeds that of counters No 1, 2, 3, 4, 5 even without 


bsorber, when the effects of scattering can be neglected. 


icantly exce 


No 1, 3, 5, 7, 9), 2 counters (No 2, 8), 2 counters (No 4, 6) and —- for sake of 
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papSpopone . 
Pee 


Fig. 10. The connection of the counters in order to examine the effects of scattering | 


2 
Table 4 
13 mm Pb 1” wood 
Modified geometry 
rm. mi ma Differ 
ben a ene Observed values Re senor “— 
3200 cm? £ ery ee 

10 counters € (1—10) me 67,3+0,68 C (1—10) = 67,140,47 67,3 
1600 cm. | C(1, 2.3, 4,5)=28,440,44] C (1, 3, 5,7, 9)=34,040,32| 34,1 5,6 40,54 
5 counters SLES ’ > SAUER Ed 2 ’ : : ),s 
640 em? ms C (4, 6)= 9,95-+0,17 10,0 0,5+0,3 
2 counters | © (6 7)=9,50,26 C (2, 8)=11.0-+-0,20 11,05 | 154098 


Therefore the major part of the difference in the counting rates observed 1 
13 mm Pb must be due to causes other than scattering. Disregarding p 
effects caused by the apparatus, such an event may be caused for instan 
showers with inclined axis for which the counters No 1, 3, 5, 7, 9 show a gre: 
area than the counters No 1, 2, 3, 4, ae 


Table 5 7 _ 
seth Ps 
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O @®OTOHHOM KOMIIOHEHTE PACNPOCTPAHEHHbIX JIMBHEM 
KOCMHYECKOLTO H3JTIYUEHHHA 


JI. AHOWMM, T. WAHTOP u A. WIOMOWbU 


Peswme 


TlyOsmkytoTca vwSMepeHHA pacIIpocTpaHCHHBIX BOSAYUIHbIX JIMBHel, coBepmieHHbIe 
OBPeM€HHO HECKONBKHMM CYCTUMKAMM C Pa3INYHbIMH MO BeIMYMHeE MoBepxXHOcTAMH. Bee 
pIpe CYeTUNKA MOKPHIBAINCh PasIMYHbIMM 110 cOcTaBy HM M0 TOMMMHE aOcopoeHTamn. 
CnexTp spexTuBHoit MIoTHOCTH (T. €. NMOTHOCTH TeX MepBHYHBIX YaCcTUL, KOTOpbIe 
COOHBI cO3aTb M0 KpaiiHeli Mepe OAHY HOHM3HPyOUly!O BTOPMYHY!O YacTULy TOA WaHHbIM 
Op6eHTOM) OKa3asICA 3aBHCALIMM OT BeLecTBa MU MJIOTHOCTH adcopOenTa. STO 3HayHT, 4TO 
eXOMHbIi SppeKT CHIbHO 3aBUCHT OT TOTO, YTO KakHe BOSLYMHEIe MBH U30upaloTca pas- 
H TIO BeIMUHHE TOBeCPXHOCTAMH CUCTUHKOB. 
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EXPERIMENTS ON THE ROSSI CURVE 


| 
| 
| 


By 


L. JANossy and L. Nacy 


CENTRAL RESEARCH INSTITUTE OF PHYSICS, DEPARTMENT FOR COSMIC RAYS, BUDAPEST 


(Received 31. V. 1956) 


By means of an anticoincidence arrangement showers initiated by ionizing particles and 
4; photons in lead were separated. The maximum rate of showers due to photons was found at a 
Fickness of absorber greater by (0,6--0,09) cm than the absorber thickness at which the maximum 
J te of showers produced by ionizing particles was recorded. Through a modification of the appa- 
tus it was made possible to separate photon, electron and j/-meson produced showers. G. M.- 
}unters of large surface placed besides the absorber and connected in anticoincidence prevented 
Hgistration when air showers of great density accompanied the particle generating the shower. 
She shift of the maxima between the transition curves for photons and electrons was found to 
+: (0,4-L0,08) cm. For the ratio of maxima of the above two curves a value of f/e = 0,41 + 0,008 
Jas obtained as a lower limit. a 


Introductien 


A great number of publications have dealt with the Rossi curve, several 
oints, however, concerning this curve have not been sufficiently confirmed by 
<periments. This applies especially to the separation of primaries producing 
the showers. Some investigators [1—8] separated showers due to photons from 
nose due to ionizing particles, but no attempt has been made to separate si- 
jhultaneously showers generated by photons, electrons and j.-mesons. 
The aim of our own experiments was to supply information on just those 
estions not yet sufficiently clear. 
As a first step showers produced by photons and ionizing particles were 
of an anticoincidence arrangement. After modifying the 
rrangement the “-meson produced showers were separated, and finally showers 
ue to photons, electrons and j-mesons were measured simultaneously. The 
heasurements were carried out in a wooden hut built for cosmic ray ¢xperiments 
a the Central Research Institute for Physics at a height of 400 m above sea 


»parated by means 


Separation of showers produced by photons and ionizing particles 


Experimental arrangement 


surface five G. M.-counters were 
the simultaneous discharge 
e ionizing particles (Fig. 1, 


Below a lead absorber of 120 x 45 em” 
laced in the corners of a regular pentagon so that 
all the five counters required a minimum of thre 


—— 


— "nae Py 


468 L. JANOSSY and L. NAGY 


counters B). At the top and at each side of the absorber counters A connected 
in anticoincidence were placed. Out of these Fig. 1 shows 33 counters, the axis 
of which is perpendicular to the plane of the Figure. For the sake of clarity thd 
remaining five counters each at the two sides have not been drawn. 

The block diagram of the arrangement is represented in Fig. 2. The pulses 
of counters B are each applied to the shaping circuits F, re-transmitting a large 
negative quenching pulse to the G. M.-counters, and besides shaping the G. M... 
pulses into uniform pulses of 2 j.sec width. The pulses of the shaping circuits 


IEEESSIIIISD, 


A 


Fig. 1. Geometry of the arrangement. The sensitive length of counters B is 80 cm, the inner 

diameter 4 cm. The corresponding data of counters A are 135,5 and 3,8 cm, respectively. The 

counters consist of a copper cylinder of 0,1 cm wall thickness. The efficiency of the G. M.-counters 

used in the present experiment is over 99,8% [9]. The counters were mounted onto a wagon 
moving on rails so as to vary the absorber thickness easily 


are applied to the five-fold coincidence system K. Showers produced by cosmie 
ray particles in absorber S which discharge all the five counters B are recorded | 
by the end stage V. 

The coincidence pulses — after passing through one of the cathode 
followers C, then through units D and FF — are applied to the anticoincidence | 
system AK. Pulses from AK can be registered by recording circuit V, only 
when the fivefold coincidences (B, B, B; B, B;) are not accompanied by the 
simultaneous discharge of any of the counters A, i. e. when the fivefold coinci- 
dence is due to a photon falling on the absorber S. The pulses of counters A 
reduced to about 12 sec are fed through the cathode follower C, and amplifi 
E to the anticoincidence system AK. 

For the reliable operation of the anticoincidence arrangement it is necessar 
to delay the coincidence pulse. This was performed by differentiating the posi 
tive coincidence pulse of 2 usec in unit D, the positive part of the differentiate 
pulse was cut off and the negative part was transmitted through the phase re 


verser FF. The pulse thus delayed by 2 usec overlaps with certainty the pul 
of 12 usec width of the amplifier E. 
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Fig. 2. Block diagram of the electronics of the arrangement A 
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Results 
The results obtained in the course of the measurements are shown in TableI 
and in Fig. 3. Curve I represents showers produced by ionizing particles and 
by photons. Curve I corresponds to showers due to photons. Subtracting the | 
ordinates of Curve II from those of Curve I the rate of fivefold coincidences } 


caused by ionizing particles can be obtained. In Fig. 4 the rates of showers 
S 
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Fig. 4. The rate per hour of showers generated by ionizin particles and photons, respe 


at 1, 1,5, 2 and 2,5 em lead thicknesses. The dots and circles represent the number of 
due to ionizing particles and photons, respectively 
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_— Re ea particles and photons are represented at 1, 1,5, 2 and 
> ae thicknesses. The full-drawn curves [’,, and II,,, are obtained by 
$pproximating the measured values by analytical functions. The maximum of 
furve I’,,, for showers due to ionizing particles is at 1,32 cm, that of Curve II 
Sorresponding to showers due to photons occurs at 1,92 cm. The value obtained 
or the shift of maximum is (0,6 + 0,08) cm. Naturally, because of measuring 
grrors different curves from those described above could have been plotted, and 
Mhus different values for the shift might be found. The statistical errors in the 


urves of Fig. 4 show, however, the shift to the right of the maximum for photon 


an 


Mnitiated showers to be significant. 

Our result is in good agreement with the prediction of the cascade theory. 
Wamely, according to the cascade theory the maximum number of electrons in 
Photon initiated showers occurs at a thickness of absorber greater by half a 
Jascade unit than in case of primary electrons of the same energy as the pho- 
ons. The particles of cosmic radiation are, however, not monoenergetic and 
hus an exact quantitative value for the shift cannot be given. 

. Another circumstance has to be considered in the critical examination of 
he result obtained. In the present experiment — strictly speaking — the maxi- 
quum position of the curve of ionizing particles, and not of clectrons was com- 
Shared with the maximum position of the photon curve. It may be assumed, how- 
“ver, that showers due to //-mesons do not considerably affect the position of 
he maximum in the curve of ionizing particles. 

From our measurements no conclusions could be drawn as to the ratio 
fle of showers generated by photons and electrons. The determination of the 
fle requires on the one hand the knowledge of the rate of showers produced 


on the other hand, it is obvious that the electrons which accompany 
ers A, and the given 


atio 
y j.-mesons; 
he photons giving rise to the showers discharge the count 
shower is registered by the arrangement as one due to ionizing particles. Conse- 
ently, the observed rate of photon initiated showers is less than the real rate. 
‘his effect may be important as was shown by the following indirect measure- 


A into two groups equal in number, both groups 


were connected in coincidence with the fivefold coincidence counters. The re- 
;) indicate that at least two 


sulting sevenfold coincidences (A,A,B,B,B,B,B 
onizing particles arrived at the surface of counters A which gave rise to a 
shower in the lead absorber such as to discharge all the five counters B. Accerd- 


ng to the result obtained, not less than about 30% of the fivefold coincidences 
was accompanied by a sevenfold coincidence. 

In the experiments described in the lit 
influence of “-mesons and of showers falling on the arrangement was not 
en into account. One of the exceptions is the measurement by RECENER 
2 ], in the course of which, however, the anticoincidence counters placed beside 


Dividing the counters 


j 
| 
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the absorber for screening out side showers prevented the registering of shower} 
produced by ionizing particles falling in from side directions. At the same timé 
these counters did not restrict the counting of photon produced showers. Thus) 
on account of the geometrical arrangement REGENER overestimated the valud 
of the ratio f/e. Using REGENER’s method, any value for f/e can be obtained. E. e| 
applying REGENER’s measurement of two steps, we also succeeded in getting 
his result. Out of the counters A only the five counters each at both sides of thé 
absorber were kept at operating voltage (Fig. 5), the rest was made inactivet 


Fig. 5. Geometrical arrangement for the reproduction of REGENER’s procedure. Counters drawr 
with broken lines were disconnected when recording showers due to all particles 


With this method showers generated by all particles were recorded. The photon 
showers were measured by keeping all counters A at operating voltage. Ob- 
viously, if lessthan five of the counters at each side were operating, the value ob- 
tained for the ratio of the counting rates of the two curves varied accordingly. 
REGENER determined the rate of -meson initiated showers by a theor 
tical estimate. The starting point of the calculation was the assumption that 4 
showers found at great thicknesses are due to mesons. : 


carried out e. 


However, measurements} 
g. by Spivak [3] as well as our measurements indicate that the! 
pulse rate observed at great absorber thicknesses cannot be entirely ascribed to} 
the penetrating component, since a considerable part of the pulse rate is due t 
soft particles arriving from inclined directions at the sides of the absorber. 

The second of the two exceptions mentioned above is the experimer 
of Cray and Lever [6]. They determined through measurements the rate! 
of showers produced by mesons at a given thickness of absorber. The measuring} 
method used by them involves two disturbing effects which to some degree} 


compensate one another, the extent of this compensation, 


however, cannot be} 
determined. : 
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Control measurements 


| 
| 
| 


At great thicknesses of lead the photon initiated showers are stopped in- 


Fide the absorber. The rate of showers due to other neutral particles is inconsi- 
@lerable. At great lead thicknesses, however, the ordinates of curve II in Fig. 3 
Mliffer from zero. Whether or not this effect is due to the defective operation of 
he counter set A or the anticoincidence arrangement, was investigated in the 
following way. Counters B connected in threefold coincidence were placed as 
thown in Fig. 6. In case of a threefold coincidence one of the counters A had to 
lischarge as well, consequently no count from the anticoincidence arrangement 


ig. 6. Geometry of checking measurements investigating the origin of counting rates at great 
bsorber thicknesses. The arrow through counters B indicates the path of an ionizing particle. 
is Ig 
Positions of counters B and H were varied’ 


ould be expected. By varying the positions of counters B the operation of the 
arrangement was proved to be reliable. 
A similar result was obtained with the following method. Counters H which 
ere connected in parallel were coupled in coincidence with the anticoincidence 
sunters. The occurrence of a coincidence indicated that the fivefold coincidence 
(B,B,B,B,B;) was produced by an ionizing particle traversing the icons set 
H and on account of some deficiency none of the counters A was discharged or 
the anticoincidence circuit failed to operate. By placing the counters Hin diffe- 
the reliability of the arrangement was ascertained. This method 
owed, however, that side showers passing through the gap between the bot- 
tom counters of set A and the ground give rise to a considerable effect, namely 
at large absorber thicknesses about half of the counting rate corresponding to 
urve II is due to such side showers. 
. Besides the side showers photons falling on the lower edges of the absorber 
e responsible for the significant ordinates of curve II bh great lead thicknesses. 
Fvidence for this effect was provided by indirect iaedsunemnenys Two 
yunters, each of the side counters A were disconnected, thus the ionizing particles 


rent positions 


ds 


we. = 


large negative pulse of unit F from reaching the anticoincidence circuit.) In thi 
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incident at the lower edges of the absorber could also produce anticoincidencd 
pulses. Now the counting rate of anticoincidences showed a significant increas¢ 
of more than twice the original rate. Thus the effect proved to exist for ionizing 
particles ; obviously it will occur in the case of photons as well. . | 

The arrangement containing 48 G. M.-counters, nearly 100 electronic tubes 
and numerous other component parts was operated continuously for several 
months, therefore it was necessary to carry out regularly thorough checking. 


We enumerate briefly some of the testing procedures. 
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Fig. 7. Result of measurements confirming that the delay of the coincidence pulse was suf-| 
ficient. On the horizontal axis the values of delay of the pulse triggering the anticoincidence 
arrangement are plotted 


Connecting one of the five counters B to a voltage lower than operating 
voltage, the recording circuits are prevented from counting pulses. This method 
proved the efficiency of the filtering units. 

By keeping counters A below operating voltage, each of the coincidence } 
pulses is made to trigger the recording circuit of the anticoincidence system as 
well. Thus the readings at the recording circuits of the coincidence and anticoin- 


cidence systems have to be identical, that is, the two circuits have to coun 
parallel. 


The anticoincidence system must not count a coincidence pulse if t 
was accompanied by a discharge of some of the counters A. So as to check t 
reliability of the arrangement in this respect, instead of the pulse of counters - 


C, to the anticoincidence circuit, and through an auxiliary cathode followe 


the pulse of the same counter B was also applied to one of the channels of 


coincidence circuit. (The auxiliary cathode follower was needed to prevent 
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vay at the occurrence of each fivefold coincidence a pulse was transmitted to 
the anticoincidence system as well, thus the latter could not respond. This check 
ovas often repeated with fewer than fivefold coincidences and thus on account 
if the higher counting rate a shorter period was required to ascertain the reli- 
ible operation of the arrangement. 

The method described here was also used for checking the delay of the 
Hoincidence pulse. The pulse of the above counter B applied to the anticoinci- 


lence system was delayed by means of a delay line. Up to a delay of 1 usec no 
‘inticoincidence pulse appeared, then with increasing delay, after a transitional 
hase, parallel counting of the two systems took place (Fig. 7). The transitional 
®hase arises mainly through the spontaneous delays of the pulses of counter B 
riggering the anticoincidence system and the delay line, respectively. From 
#¥ig. 7 it can be seen that the delay of 2 usec used here is certainly sufficient. 


The curve of -meson initiated showers 
Concerning the Rossi-curve of showers initiated by j-mesons only one 


‘measurement carried out by SCHWEGLER [10] is available, it is, however, not 
sree from mistakes. As the next step in our series of measurements the rate of 
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Fig. 8. Geometrical arrangement for investigating meson showers 


investigated as a function of the thickness of 


The arrangement was modified as follows. The counter set A was placed 
yelow a lead absorber of 10 cm located under the five counters B (see S,, Fig. 
3). In case a fivefold coincidence is due to a particle belonging to the soft com- 
sonent of cosmic radiation and falling on S,, the shower is absorbed in S,, and 
Bus the counters A are not discharged, therefore the anticoincidence system 
sives a count. On the other hand, mesons are able to traverse S, and discharge 
Be counters A. Therefore fivefold coincidences due to mesons are not accompa- 
nied by a discharge of the anticoincidence system. Summing up : The comes 
lence system counts showers produced by all the particles, and the anticoin- 
ence system those due to the soft component. The difference of the two 
ounting rates corresponds to the number of showers produced by mesons. 
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The experimental results are shown in Table II and Fig. 9. In the Tab)i 
under K’/T the rate per hour of showers due to all particles, under M’/T the rat} 
of meson showers per hour together with the standard error is given, T bein} 


the duration of measurement. 


Table II 
| 
Pb (cm) | r | K’/T M/T 
eit OF ze ie <a wae, - 
0,0 | 23 11,6+0,7 7,2+0,6 
0:2 a ets Py By 11,7+0,5 
ae ere sai ee 19,0-£0,6 | 
07 | 23 | 91,042, 26,0411 
10 | 7 | 127,0-41,3 35,2-0,7 
15 56 Weetsi eens 43,1-+0,9 
2.0) aaa = TAT 4G 42,5 41,0 / 
2,5 46-—)-<129,74.1,7, | — 43.1bo | 
3,0 22 | 111,042,.2 | 38,741,3 
3,5 44 |} 93,9415 | 7,240,9 
50 | 67 | 52,0409 |  25,940,6 | 
TB ee ta 16sn\~ = 28 62.) gael Someary 
10,0 Al 26,140,8 | 18,8+40,7 
12,5 45 | 24,740,7-| _18,14.0,6 
15,0 66 23,0406 | 16,8405 
17,5 40 22,2+0,7 |  16,0-40,6 


It is remarkable that the curve M’ of F ig. 9 has a maximum. This can b 


assigned to the showers of soft particles accompanying the meson, and will b 
discussed later in more detail. 


It can also-be seen that the two curves do not coincide even for large value 
of S,, although one can expect that at large values of S, only mesons are able to) 
give rise to fivefold coincidences. However, two circumstances have to be consi 
dered. Firstly, the meson producing a fivefold coincidence may arrive at §,} 
from such an inclined direction that it cannot traverse counters A. So as to avoi 
this, the surfaces of S, and of the counters A ought to be chosen extremely large: 
As has been remarked further above, in case of great absorber thicknesses pho 
tons and electrons falling from side directions on the absorber may contribute 
the counting rates obtained for the horizontal section of the Rossi-curve. 
showers of such particles are contained in K’, but not in M’, these show 
being absorbed in S,. ; 

The absorption of mesons in S, also contributes to the difference of or 


nates; this, however, is of secondary importance as compared to the abo 
two effects. 
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“ig. 9. Rossi curve representing counts of all particles (K’) and of mesons (M’). In such points 
there the size of the error is not indicated, the error is at most the radius of the circle showing 
the counting rate 


The curve of j-meson produced showers when showers of great density falling 
on the absorber are eliminated 


. As was shown above, the maximum in M may be attributed to showers 
4£ soft particles accompanying the meson. The presence of such particles may 
listort the results relating to the transition curves [11]. 

The effect of incident showers was reduced in the following way. At both 
ides of S, four G. M.-counters were placed each of 135,5 cm sensitive length 
d connected in anticoincidence with the fivefold coincidence (B,B,B,B,B,) 
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(Fig. 10, counters A). Thus the anticoincidence arrangement recorded only thos 
fivefold coincidences which were not accompanied by the discharge of counters / ! 
i.e., no ionizing particle discharging the counters A arrived simultaneousl: 
with the particle producing the shower. 
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Fig. 10. Location of counters A reducing the effect of incident showers 
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ases when at the same time a meson crossed the counters R (Fig. 11). The two- 
aid coincidence system K,, or rather the recording circuit V, registered out of 


hese events such as were not accompanied by the discharge of the counters A, 
a4 


150 


\ 
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Counting rate /hour 
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Ee ge Re Kee = j 1% 
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error limit in agreement with the curve M’ resulting from the previous measure 


_ dence system. This system, and the recording circuit coupled to it registered 


A480 L. JANOSSY and L. NAGY 


Table III 
| | | 
Pb(cm)| T | K'/T K/T M’/T / M/T 
| | 
0,0 | 23 | 11,3+0,7 3,0+0,4 6,9+1,7 | 0,8+0,2 
1,0 | 47 | 124,1+1,6 88,0+1,4 32,7+0,8 15,4+1,8 
| 
15 20 154,2+2,8 108,9+2,2 41,0+1,4 20,3+1,0 
2. Oh Ze 147,2+2,5 104,9+2,1 41,0+1,3 22,.3+1,0 
5,0 | 21 54,1-+41,6 35,9+1,3 24,3-41,1 \ 14,108 


It can be seen that the counting rates obtained when air showers falling 
on the apparatus are eliminated are essentially lower than the corresponding 
rates including the contribution of air showers. Relatively the greatest differen 
ces occur in the case with no absorber. This is obvious as without an absorbe} 
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Fig. 13. Geometry of the arrangement for investigating showers initiated by different primaries} 
The surface of the 16 counters A is 7000 cm?. The sensitive length of counters P is 135,5 en 


chiefly the particles of air showers discharge the five counters B, and in sucl: 
cases particles fall as well on counters A. 

Using this arrangement the curve M’ whichis thus obtained is inside th 
ment (Fig. 9). The amplitude of the maximum in the curve M is essentially 
smaller than that of the maximum of curve M x demonstrating that the maxi4 
mum in M’ can be assigned to showers of soft particles associated with the meson} 

This measurement was terminated after a short period as also in M a 
maximum appeared and thus it seemed to be reasonable to increase further the 
surface of counters A. At the same time the arrangement was modified in order 
to perform a further experiment. . | 


Curves of showers produced by photons, electrons and //-mesons 


The number of counters A was increased by adding 8 counters of 80 cm 
length which were placed along one 45 cm long side of the absorber. Besides, 1 
counters P connected in parallel were placed on top of S, (Fig. 13). The pulse 
of the counters P and the anticoincidence pulses were mixed in a twofold coinei 
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ivefold coincidences due to ionizing particles which were not accompanied by 
im ionizing particle discharging the counters A. Apart from the modification 
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Through this modification we succeeded in obtaining, besides the curv) 
of mesons, the curves of electrons and photons as well. Our arrangement regis 
tered the number of showers due to ionizing particles (7) and to mesons (M). Thi 
difference of the two gave the rate E of showers produced by electrons. Further 
the difference of K and I supplied the number F of showers initiated by photon¢ 
Thus with our arrangement showers due to photons, electrons and p--meson| 
could be separated. The results of these measurements are collected in Tabli 
IV and plotted in Fig. 14. 


Table IV ) 


Pb(em)| T K/T i Ag i w/t | Mir 


0,0 | 45) 21,440,7 | 8,840,4 | 9,9+0,5 | 1,940,2| 8,5+0,4; 0,30,08| 6,540,4 
0,5 | 21] 76,341,9 | 46,041,5 | 20,9+1,0 | 7,640,6 | 40,4414 | 5,640,5 | 32,8413} 
1,0 | 142 /131,141,0 | 85,940,8 | 35,240,5 | 15,540,3 | 69,340,7 |16,56-40,34| 53,8-+0,6 | 
1,5 | 173 |152,2£0,9 /101,2+0,8 | 40,640,5 | 18,340,3 | 77,7£0,7 |23,5340,37| 59,440,6 
2,0 | 155 142,3+1,0 | 94,940,8 | 40,840,5 | 19,540,4 | 70,7-0,7 |24,20-40,39 51,2+0,6 | 
2,5 | 123 /127,9+1,0 | 83,8+0,8 | 39,5+0,6 | 19,140,4 | 61,2+0,7 |22,69+0,43| 42,1+0,6 
3,0 | 40)111,5+1,7 | 72,641,4 | 36,441,0 | 17,5-£0,7 | 52,241.2 [20,1 +0,7 | 34,7£0,9 | 
5,0 | 66/ 51,6+0,9 | 32,30,7 | 24,140,6 | 13,4-40,5 
7,5 | 21] 29,641,2 | 18,340,9 | 18,8+0,9 | 12,0-40,7 | 
10,0 | 20] 24,1+1,1 | 16,2+0,9 | 16,2+0,9 | 11,6-40.8 
12,5 | 23/ 22,941,0 | 14,740,8 | 15,4+0,8 | 11,0-40,7 
15,0 | 24/ 22,6+1,0 | 15,540,7 | 15,8+0,8 | 11,6-40,7 


The counters P were used only for small thicknesses of S,, since the counters 
P at greater thicknesses cannot cover the sides of the absorber. A comparison 
with the preceding measurement shows that the use of the 8 supplementary 
counters A reduced the values of the ordinates of K and M. The first part of the 
curve is higher than that in the preceding measurement. This is due to the fact 
that in case of no absorber the rate of counts was increased by the multiplication 
occurring in the counters P. 9 

Comparing the photon curve (Curve IT) in Fig. 3 with the curve F obtainee 
here one can see that the ordinates of the curve F are somewhat bigger thar 
those of curve II. This is firstly due to the fact that curve II was based on me 
surements with counters arranged in two layers, secondly, the presence of § 


increased the number of reflected particles and thus the density of shower pa 
ticles, 
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fround the maxima are given. The measured values here were approximated by 
}wo analytical functions agreeing in four points each with the given values. Their 
dnaxima thus obtained were shifted by 


apex — xpak= (0,43 + 0,08) cm . 


an 


| 
| 
‘ 
| Thus, the maximum rate of showers due to photons was shifted to the right 
js compared to the maximum rate of showers due to electrons. 
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Fig. 15. Counting rates of E and F for four absorber thicknesses around the maximum 


The maximum counting rate for showers initiated by photons was FN 
at 2 cm, for showers initiated by electrons at 1,5 cm thickness of absorber. The 


ratio of maximum counting rates is 
fe = 0,41 + 0,008 . 


This value gives the lower limit for the actual value since, though the 


counters A eliminate events due to showers of great density, it may occur that 


10 ionizing particle arrived at the counters A, whereas the counters P received 
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more than one particle. In this case — although it was a photon which gave ris: 
to the fivefold coincidence — on account of the ionizing particle simultaneousl} 
falling on the counters P the shower is recorded by the arrangement as one dus 
to the ionizing particle. 

By using a hodoscope it was found that in 20 per cent of the fivefold coin} 


cidence events no ionizing particle fell on the counters A, but more than one 
such particle fell on the counters P.* 


The use of a large number of G. M.-counters and vacuum tubes required < 


regular check of the arrangement. As an example one of the testing procedure 
should be mentioned. 


The pulses of counters R and P were replaced each by a pulse of one of tha 
counters B (e. g. B, and B,) and applied to the electronic circuits coupled to th 
counters R and P. At the same time B, and B, triggered the fivefold coincidence 
arrangement as well. Disconnecting the voltage of the counters A, the counting 
rates registered by all the five recording circuits should be identical. 


Thanks are due to our colleague G. Bozox1 for contributing to the 
designing of the arrangement. 
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C moMmonybio ycranoBKu anTucosnayenuii OblIM pa3zqenenb aMBHH, 


CBHHUC OT POTOHOB u OT HOHMSYyIONUXx uacTHy, HanOonburee yucno nuBHelt oT 
AaNOch MPH TONUMHE NOrnOTHTeNA Ha 
MOHM3Y1ONMX YacTUI. 


C ycranosKoi, nocne qobaBKn COOTBETCTBYIOLUMX NpHOopos 
(poTOHOB, SneKTpoHOB mM u-MeSOHOB 


NS : 
BOSHHKalole B 


(OTOHOB HabW- | 
(0,6 - 0,09) cm Gonbme, em npn MaKCHMyMe JIMBHEii 
é 


MOMEHTHI, Kora Ha YCTaHOBKy, COBMECTHO ¢ YaCTHUeH BbISbIBAa 
PaHeHHbe BOSYUIHbIC JIMBHH, OTHOCHTenbHOe CMeIleHue Mak 


*We express our thanks also herewith to Professor Dosrortin for makin 
cathode triggering tubes developed by KORABLEV [12], 


g available co 
of hodoscope types containing such triggering tubes. 


together with directions for the servici 


XPATKHE COOBUIEHNA - BRIEF REPORTS — KURZE MITTEILUNGEN 


UBER DIE ZUCHTUNG KUNSTLICHER 
QUARZKRISTALLE 


Von 
J. Nacy und I. TargAn 
MEDIZINISCH-PHYSIKALISCHES INSTITUT DER MEDIZINISCHEN UNIVERSITAT, BUDAPEST 


(Eingegangen: 17. I. 1956) 


Von den Verfahren zur Herstellung kiinstlicher Quarzkristalle hat sich das 
fon WALKER und BEvuuHLER, ferner das von WoostER und Mitarbeitern be- 
schriebene am besten bewahrt [1]. Dieses Verfahren wurde auch von uns in 
ilen vor einigen Jahren durchgefiihrten Ziichtungen angewandt [2]. Im nach- 
istehenden seien in Verbindung damit einige charakteristische Angaben bespro- 
4shen, auf Grund derer es méglich ist, Vergleiche tiber die in verschiedenen 
afemperaturbereichen und bei verschieden grossen Autoklavfiillungen durch- 
tefibrten Ziichtungen zu ziehen. 

Die Versuche erfolgten in Autoklaven von etwa 28 cm Lange und 1,9 cm 
dnnendurchmesser, die mit Hilfe von »Schraubenstopfen« zugeschraubt und so 
iverschlossen wurden. Die Dichtung wurde durch eine Kupferscheibe gewahr- 
jeistet. Als Lésungsmittel diente eine Lésung von 5% Na,CO; + 0,4% KOH. 
4Das Grundmaterial bestand aus verschieden grossen Kérnern eines kristallinen 
‘Juarzabfalls. Fiir die Kernkristalle standen uns AT-Schnitte von 2,15 - 9,4 - 11 
3 zur Verfiigung, die auf einen Silberfaden aufgehangt wurden, und zwar 
“n jedem Versuch zwei iibereinander. 

Die charakteristischeren Messergebnisse sind in der Tabelle I zusammen- 
efasst. Da mit AT-Schnitten gearbeitet wurde, ist — abweichend vom allge- 
meinen Brauch — anstatt des Zuwachses in der Richtung der Z-Achse die Ge- 
ichtszunahme in Prozenten angegeben. 

Die Versuche Nr. 1—4 erfolgten bei niedriger Temperatur, bei der die Lés- 
lichkeit laut KENNEDY [3] mit der Temperatur monoton zunimmt, und zwar 
izleicherweise bei kKleinen und grossen Fiillungsmengen. In den in der Tabelle 
jangefiihrten Versuchen wurden Fillungsmengen benutzt, bei denen das Lésungs- 
fimittel auch bei Betriebstemperatur in zwei Phasen anwesend war, so dass der 
Druck im Autoklaven dem jeweiligen gesattigten Dampfdruck entsprach. Die 
‘ernkristalle hingen in der fliissigen Phase des Lésungsmittels. Der an kalteren 
wie dies auf Grund des Ansteigens der Léslich- 
keitskurven zu erwarten war, in jedem Falle. Allerdings konnte man infolge 
des langsamen Wachstums in den bisher angewandten Apparaturen an keine 
praktisch verwertbaren Ziichtungen denken, obwohl die Verhaltnisse vom tech- 


[7 


Stellen befindliche Kern wuchs, 
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nischen Standpunkt aus (niedrige Temperatur und geringer Druck) giinsti; 


waren. 
Tabelle I 
ee ee Cie Zawaaae 4 | 
4 ol 
Versuchs- Say Tenaerecia set Druck Versuchsdauer Gewicht 00% | 
Nr. ca, atm. Tage des Kernes 
% b p.3 
aia oberer Kristall 
unterer Kristall 
270 Se 
: 40 280 a ns 130 
270 200 
2 66 280 56. 48 140 
250 65 
3 80 aes 40 18 = 
250 110 
4 
80 260 40 29, 


100 
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wnterblieb in einigen Fallen. Es handelte sich hier wahrscheinlich darum, dass 
gs gerade bei kleinen Fiillungen in gewissen Temperaturbereichen der Teaicne 
jeitskurven auch abfallende Abschnitte gibt, durch die man sowohl bei der 
#rwarmung als auch bei der Abkiihlung des Autoklaven hindurchgeht. Infolge- 
jessen list sich eine gewisse Zeit hindurch — bei Erwarmung und Abkihlung 
_- der an kalterer Stellen befindliche Kernkristall bzw. fertige Kristall auf. 
is kamen z.B. Falle vor, wo sich die Kerne bei langsamer Erwirmung vidllig 
fuflésten, noch bevor die Betriebstemperatur erreicht wurde. Bei langsamer 
trwarmung und Abkiihlung und einem nur kurzen Betrieb kann es also vorkom- 


Yoen, dass man als Endergebnis eine Auflésung erhalt, trotzdem der Kristall 
dvahrend des eigentlichen Betriebes gewachsen war. Auf diese Weise ist die z.B. 
ym Versuch Nr. 5 beobachtete Auflésung zu erklaren. Es handelt sich hier um 
ine prozentual grosse, aber dem Absolutwert nach um eine geringfiigige Auf- 
dsung. Interessant ist ein Vergleich der Versuche Nr.6 und 7.Im Versuch Nr, 6 
}rfolgte die Abkiihlung langsam (etwa einen Tag lang), wobei der obere Kern 
Jich aufzulésen begann. Im Versuch Nr. 7 wurde unter vollig gleichen Bedingun- 
ken geziichtet, mit dem Unterschied, dass die Erwarmung rasch erfolgte und dass 
Her Autoklav am Ende der Betriebszeit plétzlich mit einem Wasserstrahl auf 
Vimmertemperatur abgekiihlt wurde. Infolge der plétzlichen Abkihlung unter- 
blieb die Auflésung, so dass der Kristall ein Wachstum zeigte. Der Kern kann 
juch so vor einer grisseren Auflésung bewahrt werden, dass man bei der Erwar- 
fuung und Abkiihlung langs des Autoklaven in den einzelnen Temperaturbe- 
‘eichen stets die entsprechende Temperaturverteilung sicherstellt. Vom prak- 
ischen Gesichtspunkt sind indessen die bei so hohen Temperaturen stattfinden- 
Glen Ziichtungen dennoch nicht vorteilhaft. Einerseits nimmt der selbst bei 
Hleinen Fiillungen  auftretende, mittelstarke Druck bei hohen Tempera- 
sturen das Material des Autoklaven stark in Anspruch, andererseits ist bei 
ixleinen Fiillungen auch die Wachstumsgeschwindigkeit nicht hinreichend 
schnell. 

Die Versuche Nr. 8—12 wurden bei mittleren Temperaturen ausgefiihrt. 
turen fallen in jenen Bereich, in dem die Léslichkeitskurve bei 


Diese Tempera 
nitt besitzt. Bei kleineren Fiil- 


§sleinen Fillungen auch einen abfallenden Absch 
Gungen muss sich also der an kalteren Stellen befindliche Kernkristall auflésen 
Sund nur bei Anwendung grésserer Fillungen wird man ein Wachstum erwarten 
Hiirfen. Diese Erscheinungen gehen aus einem Vergleich des Versuches Nr. 8 
imit den nachfolgenden Versuchen hervor. 


Auffallig ist das starke Wachstum in den Versuchen Nr: 11 und 12, bei 
den. Diese Versuche erfolgten unter Ver- 


Ilgemeinen zu herrschen pflegen. Es 
n Quarzkristallen in den bisher 
eich von 370—410°C und ein 
sind. Das in den Versuchen 


denen grosse Fiillungen benutzt wur 
haltnissen, wie sie bei Ziichtungen im a 
unterliegt keinem Zweifel, dass zur Zichtung vo 
angewandten Apparaturen der Temperaturber 
Fiillungsvolumen von 70—80% am giinstigsten 
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Nr. 11 und 12 erhaltene Wachstum zeigte ungefahr das Ausmass, das von de 
ungarischen und auslandischen Verfassern als das grésste erreichbare Wachs 
tum bezeichnet wird. Dieses Wachstum entspricht der erhaltenen Wachstums 
geschwindigkeit von etwa 1 mm/Tag in der Richtung der Z-Achse, bei der sici 


noch Zuwachse ohne Einschliisse und Risse erzielen lassen.* . 
é X 


i| 
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THE PARAMAGNETIC COTTON-MOUTON EFFECT 
IN DIPHENYL-PICRYL-HYDRAZYL 
| AT MICROWAVES 


By 
P. Hepvic 
CENTRAL RESEARCH INSTITUTE OF PHYSICS, BUDAPEST 


(Received 9. III. 1956) 


/ The paramagnetic resonance experiments are usually carried out in a TM- 
‘mode cavity resonator, so that the microwave magnetic field is always perpen- 
Wicular to the external field. In this case only the absorption of the microwave 


S-adiation near the Larmor-resonance condition 


can be investigated. Here » means the frequency of the microwave radiation, 
43 the Bohr magneton, h Planck’s constant, H, the external magnetic field, g 
ithe spectroscopic splitting factor. 

When making the experiment in a TE,,, cavity (n = 1,.2,°3, 02.) y the 
schange of the state of polarisation of the microwaves can be observed. Some 
measurements were already made in this field, (RyTER and EXTERMAN [1], 
jusing TE,,, cavity resonator and axial static magnetic field. The observed 
‘Faraday rotation” of the plane of polarisation of microwaves showed a disper- 
sion-shaped curve against the axial static magnetic field. Barracuis, Gozzini 
‘land Potacco [2] made an experiment with MnSO, - H,O in a transversal static 
Smagnetic field. The angle between the external field and the electric vector E 
of the incident wave was 45°. The measured effect was called “‘Cotton-Mouton 
Nleffect’’, by optical analogy. In this case the observable effects are: absorption, 
@dispersion, rotation of the plane of polarisation and ellipticity of polarisation. 
ABarrac.ia et al. observed the rotation and the ellipticity varying the external 


Smagnetic field. 

We have investigated t 
sithe organic free radical diphenyl-picryl-hydrazyl. 
was the following (Fig. 4): The microwave ra 
reflex klystron oscillator (RK A-TEg cavity —wavemeter was coupled. to 
ithe klystron through a Bethe hole coupler (B) with a coupling factor of about 
40 db. Germanium crystal detector D, and the galvanometer G indicate the 
vity wavemeter. The microwave energy was fed into a 


he transversal-field case (Cotton-Mouton effect) in 
The experimental arrangement 
diation source was a 3,2 cm 


ssonance of the ca 
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TE,,. cavity by a flexible coaxial cable. The dimensions of the cavity were choser} 
very close to the cut-off wavelength, so that the inner wavelength Ag ~ 12 em| 
ihe the. small, 2 <x 2 mm cylindrical probe could be placed in an extremely, 
homogeneous microwave magnetic field. The cavity was placed between the pole 
pieces of the electromagnet (M), which was capable of generating magnetic 
fields up to 10.000 Oersteds. The magnetic field was modulated around the 300¢) 
Oersted resonance field by 50 c.p.s. alternating current. The resonance lin 

was indicated by a cathode-ray oscilloscope. The amplifiers were simple audio-} 
frequency types with an amplification factor of about 10°. 


Fig. 1, The experimental arrangement with the ring-shaped (*R”) 
and the cylindrical (C’’) sample 


The horizontal deflection of the CRO and the modulation were sinusoidal. 
The deflection voltage came from a search coil (Sc) through the variable phase 
shifter (Ph) and integrator and the (A,) A. F. amplifier. The detector D, consists 
of two germanium crystals each being excited by two perpendicular components 
of the r.f. electric field (see Fig 1). Thus the rotation of the plane of polarisatior 
and the absorption as well could be detected. 
We made two sorts of measurements : 
1. The sample was placed in electric field maximum. The resonator rotated | 
around his symmetry axis between (H., E) x = 0—90°. Here H . is the external | 
magnetic field vector, E the electric vector of the microwave radiation inside | 
the cavity. ' ; 
2. The sample was in magnetic field maximum (and electric field minimum) 
_The resonator rotated in the same manner as in the case 1. : 


In case 1 the microwave magnetic field has only longitudinal component: 
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Hear the wall of the cavity, therefore we used a ring-shaped sample. The field 
fomponents are : 


Ay ——al) ° 
H, = He! , 
Hote 


The axis of the cavity is in the y direction. In case 2 the microwave magnetic 
ield has only transversal components. The maximum of the transversal field is 
4t the axis of the cavity. Here we used a small cylindrical sample. In this case, 


there are two possibilities : 
a) ig=— 0, 
H,=0, (H., E) x =90°, 


ie — H, _ Hoek 


b) He = 4, 
Hes 0s (H;, B= 0" 
He Hee. 


Whe axis of the cavity is in the y direction. Rotating the cavity around the axis, 


n case 1 the magnetic field components do not change. In case 2 the angle 


etween the static and microwave magnetic field changes. 

Some of the experimental results are shown in Fig. 2 and 3 corresponding 
The figures are photographs of the oscilloscope 
E) angles. The ordinates are proportional 
the curve of rotation of the plane 


,-o case 1 and 2, respectively. 
‘screen corresponding to different Giles 
f-o the absorption of the waves. Fig. 4 shows 
/f polarisation against the constant external magnetic field, at (H., E) < = 45°. 
The results can be summarized as follows: 


a) The observed absorption varies with the position of the sample in the 


savity. 

b) If the sample is in H maximum ( 
Lffect, when the cavity rotates around its axis 
D° to 90°, where there is no resonance absorption. 

c) If the sample is in E maximum (case 1) there is also a decrease of the 


fect with the rotation of the cavity, but there is an easily detectable absorption 


even at (H,, E) <= 90°. 
The line is double-shaped, and its character does not change with the rota- 
ion of the cavity. In this experiment we used a ring-shaped sample, as indicated 


in Fig. 1. 


case 2), we observe a decrease of the 


of symmetry from (H, E) x= 
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Fig. 2. Variation of the resonance absorption in diphenyl-picryl-hydrazyl with the angle (He, E), 
when the ring-shaped sample is placed in field maximum 
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enyl-picryl-hydrazyl with the angle (He, E), 
H-field maximum 


n in diph 
d sample is placed in 


ig. 3. Variation of the resonance absorptio 
when the small cylinder-shape 
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d) In H maximum (case 2) we observed absorption and rotation of thd 
plane of polarisation at (H,, FE) < = 45°. The effect does not change sign, in} 
agreement with the measurements of BATTAGLIA, GozzINI and PoLacco [2] 
(Fig. 4). 


Fig. 4. The rotation of the plane of polarization in DPH at (He, E)— = 45° 
with the cylindrical probe 


The observed effects can be satisfactorily interpreted using BLocH’s model | 
of precessing magnetic dipoles [3]. A more detailed discussion will appear some- 
what later. ) 

We wish to express our thanks to Dr. P. S. Farac6 for helpful con- | 


versations on the problem, and I. PavuiicseK for helping to carry out the} 
measurements. 
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} ON THE DIFFERENCE BETWEEN THE DENSITY 
DISTRIBUTIONS OF NEUTRONS AND PROTONS 
IN THE NUCLEAR jj7-COUPLING SHELL MODEL 
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G. Gyoreyt and EK. Rupp 
CENTRAL RESEARCH INSTITUTE OF PHYSICS, DEPARTMENT FOR COSMIC RAYS, BUDAPEST 


(Received 19. VI. 1956) 


| The recent determinations of nuclear radii making use of electromagnetic 
Sffects revealed that the protons fill a smaller volume inside the nucleus than 
the neutrons [1]. We characterize the distributions of the two kinds of nucleons 
vith the aid of the equivalent radius which is defined as follows : 


/2 


5 1 5 2 
R=|><e>| , <P> =f Po(r)dr/{ ode. (1) 


R is the radius of that sphere of constant density for which the average 
\f r2 has the same value as for the nucleon distribution described by the density 


unction o(r). 
On the basis of the experiment on /“-mesic atoms and high-energy scatter- 
g of electrons the accepted value of the equivalent radius of the proton distri- 


ution of nuclei is [1]: 


Roi 10 3 AY cm. 


for the neutrons we have [1 | 


Rye= 1Aée 107134"? em. 


pointed out that a difference between the radii 


Jounson and TELLER [2] 
litatively, 


f the distributions of protons and neutrons can be understood qua 
t the Coulomb field raises the potential valley of 
are by the reason of their 
han the neutrons. In 
antitatively by 


f we take into account tha 
rotons and so the last protons in a B-stable nucleus 
larrower potential valley localized in a smaller region t 
he statistical theory of nuclei this effect was discussed qu 
[firTELSTAEDT [3]. 

In the following we summarize the results of the inves 
coupling shell model. Our calculations were based on the 
which was used by him in the interpretation 
del he determined the wave functions of pro- 


tigation of the same 


ffect in the nuclear jj- 
eson valley model of SzAMOSI [4] 
f the magic numbers. With his mo 


10* 
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tons and neutrons in the static neutral scalar meson field generated by the} 
nucleon distribution, which was assumed to be of constant density. The Coulomb| 
field acting on protons was also taken into account. 

This model is, however, unsuitable to account for the positions of stable) 
nuclei because of the simplifying assumptions made: it gives too large values} 
for the isotopic number N—Z, In this way nuclei which are stable in nature} 
show ['-activity according to the model. This failure must be eliminated because} 
according the arguments given by JOHNSON and TELLER the /-stability has anj 
essential influence on the difference between R, and R,. MITTELSTAEDT [3], 
pointed out the probable origin of this failure and a possibility for its solution. 
He suggests that because of the exchange energy which is the consequence of| 
the antisymmetrization of the wave function the effective nuclear potential 
field may be different for protons and neutrons even under the assumption of 
a charge-independent two-nucleon interaction. This circumstance can remoye| 
the difficulty encountered in connection with the position of the stable nuclei. 
In the model of SzAmosi the antisymmetrization was not taken into account. 
This explains why nuclei which are stable in nature are radioactive according 
to the model. The qualitative arguments of MirrELsTAEDT are confirmed by the 
results of GomsAs [5]. His statistical theory of nuclear binding energies in 
which the exchange energy resulting from antisymmetrization is taken into 
account, gives the isotopic numbers of the stable nuclei in accord with experience. 

In the calculations reported here we used following MuirrE.sTAEDt’s 
arguments different collective nuclear potentials on a purely phaenomenological 
basis so as to ensure approximately the B-stability of the nucleus discussed. 
For this purpose the mesic charge of the neutrons was chosen equal to g, = 3,4e, 
that of protons g, = 3,8e. Thus the difference of the binding energies of the 
last proton and the last neutron could be reduced to 3,65 MeV in the case of the 
nucleus ,,Gd'©, (If we chose g, = &p = 3,4e, the last protons were unbound.) 
Using the parameters mentioned above the wave functions of all protons and 


neutrons of the ,,Gd1© nucleus have been determined. From these we calculated 
the density functions : 


Oy) re ot) Ae Qn (t) = => | p (r) |2". } 


over all protons over all neutrons 


The density functions calculated in this way reproduce in a satisfactory appro- 
ximation the constant density assumed in the zero order approximation. T| 
equivalent radii obtained for the density distributions of protons and neutro 
by means of numerical integration have the following values : 


R, = 1,34. 10-¥ AY? om, 
R, = 1,40 - 10-12 413 em. 
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tt may be noted that the use of radius definitions other than (1) does not 
Wsentially alter the results.) One sees that the shell model developed by 
W:AMOSI gives a smaller radius for protons than for neutrons. On the quantita- 
ve disagreement between (2) and the empirical values we want to make two 
pints. 1. We expect that the assumption of a density distribution which is con- 
ant inside the nucleus but falls to zero like a Gaussian distribution at the edge 
Yould increase the difference between R, and R,. This is suggested by an 
i:gumentation similar to that used by JoHNSON and TELLER. (Such a behaviour 
‘the density is suggested by calculations of Rozsnyai [6] on the shell model 
[vel system.) 2. The experimental difference between Rj, and R, can have its 
igin partially in the finite range of nuclear forces [7]. This circumstance can 
so account for the discrepancy between the experimental and theoretical 


ues. 


genfunctions of his meson valley model. 
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